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OZET

AGIRLIKLI PROJEKTIF UZAYLARDAKI PARAMETRIK
KODLAR

Yagmur CAKIROGLU
Yiiksek Lisans, Matematik Boliimi
Tez Danigmani: Do¢. Dr. Mesut SAHIN
Haziran 2019, 116 sayfa

Bu tezde agirlikli bir projektif uzayin monomlarla parametrize edilen herhangi bir alt
kiimesi tarafindan tanimlanan parametrik kodlar ¢alisilmigtir. Bu kodlar1 hesaplarken
kullandigimiz cebirsel yontem ve kavramlar detayli bir gekilde ele alinmigtir. Bu tez
calismast bes ana boliimden olusmaktadir. Ilk boliimde afin uzaylardaki cesitlemler
ve onlar iizerinde tanimlanan kodlar1 galigirken de kullanacagimiz sifirlayan idealleri
anlatilmigtir. Ayrica bu bolimde agirlikli projektif uzayi belirlerken kullanacagimiz
niimerik yarigruplar ve 6zel bir yarigrup olan Arf yarigruplar: anlatilmigtir.

Ikinci boliimde agirlikli projektif uzay: ve alt cesitlemlerini daha iyi anlayabilmek
i¢in 6nemli olan dereceli halkalar, idealler ve modiiller konusu anlatilmigtir. Bu boliimde
kodlarin parametrelerini hesaplarken dikkate alacagimiz a-degismezini veren Hilbert
serileri de anlatilmig olup Hilbert serileri ile serbest coziiliimler arasindaki iligki de
verilmigtir.

Uciincii boliimde agirhikl projektif uzay tanimlanmig ve ézellikleri verilmistir. Agir-
likli projektif uzayin bir érnegi olan projektif uzay da bu boliimde verilmigtir.

Dordiincii boliimde agirlikli projektif simit ele alinmig olup bazi 6zellikleri verilmis-
tir. Ayrica bu boliimde agirlikli projektif simitin sifirlayan idealinin nasil bulunduguna
dair literatiirdeki bir teorem verilmistir ve bu idealin Hilbert serisi hesaplanmistir.

Beginci boliimde bu tezin temel hedefi olan agirlikli projektif uzaylardaki kodlar ele



alinmigtir. Agirlikh projektif uzaydaki parametrik kodlarin nasil hesaplandigi anlatila-
rak bazi 6rnekler verilmis ve gozlenen bir sonug bu boliimde ispatlanmigtir.

Ornekler béliimiinde farkl niimerik yarigruplarm belirledigi agirlikli projektif uzay-
larda farkl alt kiimeler tarafindan parametrize edilen parametrik kodlarin temel para-

metreleri verilmig ve kodlarin iyi kod olup olmadiklar1 anlagilmaya ¢aligilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Agirhikli projektif uzay, Parametrik kodlar, Hesaplama kodlar1,
Niimerik yarigruplar, Dereceli halkalar, idealler ve modiiller, Hilbert fonksiyonlar1 ve

serileri, Serbest ¢oziiliimler
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ABSTRACT

PARAMETERIZED CODES OVER WEIGHTED
PROJECTIVE SPACES

Yagmur CAKIROGLU
Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mesut SAHIN
June 2019, 116 pages

In this thesis we study parametric codes defined by any subset of a weighted projective
space which is parameterized by monomials. The methods and notions used to study
these codes are presented in detail. This work consists of five main chapters. In the first
chapter varieties and ideals in affine spaces are introduced and then their vanishing
ideals that we will use in studying the codes on the varieties are explained. In this
chapter numerical semigroups and Arf numerical semigroups which will be used in
defining weighted projective spaces are explained.

In the second chapter, graded rings, ideals and modules are explained in order to
understand better the weighted projective spaces and their subvarieties. In this chapter
Hilbert series that gives the value of a-invariant that we consider when calculating
parameters of codes are explained and the relation between Hilbert series and free
resolutions is given.

In the third chapter, weighted projective space is defined and its properties are
given. In this section projective space which is an example of weighted projective space
is also given.

In the fourth chapter, weighted projective torus is defined and some of its properties
are given. In this section we give a theorem in literature about how the vanishing ideal

of a weighted projective torus is obtained and Hilbert series of this ideals is calculated.
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In the fifth chapter, parameterized codes in a weighted projective space that is the
main aim of this thesis are explained. In this section we present how the parametric
codes in a weighted projective space are constructed and share some examples. We
prove an observation hinted by these examples.

In the examples section the parameters of parametric codes which are parameterized
by different subsets in weighted projective spaces determined by different numerical

semigroups are given and whether the codes are good is tried to be understood.

Keywords: Weighted projective space, Parameterized codes, Evaluation codes, Nume-
rical semigroups, Graded rings, ideals and modules, Hilbert functions and series, Free

resolutions
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1 GIRIS

Simitli bir ¢esitlem iizerindeki hesaplama kodlari, rekor kiran érnekleriyle son yillarda
popiilerlegsen Cebirsel Geometri Kodlar1 olarak 6éne ¢ikmaktadirlar. Bu kodlar, uygula-
malardaki onemleri sebebiyle matematik, bilgisayar ve miihendislik bilimleri arasinda
bir koprii gorevi gorerek ¢ok disiplinli bir ¢aligma alani olugturmustur. Cebirsel Ge-
ometri Kodlar ilk olarak V.D. Goppa'nin caligmalariyla ortaya ¢ikmis ve giiniimiizde
aydinlatilamayan noktalariyla heyecan verici bir aragtirma konusu olma 6zelligini ko-
ruyan bir alandir. Ciinkii ¢ok iyi temel parametrelere sahip kod 6rnekleri sergilense de
heniiz yapisal 6zellikleri yeterince anlagilmamigtir. En temel simitli gegitlem olan pro-
jektif uzay tizerindeki parametrik kodlarin yapisal 6zellikleri incelenmis olup, bunlari
da kapsayan agirlikli projektif uzay iizerindeki parametrik kodlarmn yapisal 6zellikleri
heniiz tamamen incelenmemigtir.

Iki boyutlu simitli cesitlemlerden elde edilen kodlar iizerine yapilan calismalar 2000
yilinda baglamig ve ilk olarak Hansen bazi tiggen, dikdortgen ve yamuklara kargilik gelen
simitli yiizey kodlarinin temel parametrelerini hesaplamigtir [1]. 2004 yilinda ise Joyner,
temel parametreleri (uzunluk, boyut, minimum uzaklik) [49,11,28] olan bir simitli
yiizey kodu 6rnegi vermistir ve bu kod o zamana kadar verilen en iyi kod 6rnegidir [2].
Bu caligma ile birlikte konuya olan ilgi artmig ve 2007 yilinda farkli yonleriyle simitli
kodlar1 inceleyen iki galigma daha yaymmlanmigtir [3,4]. 2009 yilinda ise Soprunov ve
Soprunova temel parametrelerden biri olan minimum uzakligin alt sinirini ilgili gokgenin
Minkowski boyu adi verilen bir degigsmezini kullanarak geligtirmigler ve bu degismezi
hesaplamaya yarayan bir algoritma vermiglerdir [5].

Son yillarda, simitin Laurent monomlar1 tarafindan parametrize edilen altgrupla-
rina karsilik gelen kodlarin parametrelerini bulmak icin cebirsel yontemler gelistirilmis-
tir. 2011 yilinda Marquez, Simis ve Villarreal simitli cesitlem projektif uzay iken bu
kodlar1 parametrik kodlar olarak tanitmis ve parametrelerin 1 boyutlu kafes idealler
kullanilarak hesaplanabilecegini gostermigtir [6]. Ayni y1l Sarmiento, Pinto ve Villarreal
tarafindan birim matrise kargilik gelen parametrik kodun temel parametreleri verilmis-
tir [7]. 2012 yilinda Lopez, Sarmiento, Pinto ve Villarreal tarafindan afin simitin ve
projektif kapaniginin simitli ideallerini bulan bir metot verilmig ayrica bu iki kiime
tizerindeki parametrik kodlar ve bu kodlarin temel parametreleri calhigilmigtir [8]. 2013

yilinda ise Sarabia, Lara, Marquez ve Rosales, bir dongiiniin koseleri tarafindan pa-
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rametrize edilen simitli kiimelere kargilik gelen parametrik kodlar ¢aligilmigtir ve bu
kodlarmn temel parametreleri verilmigtir [9]. Ayrica 2012 yilinda Pinto ve Villarreal
tarafindan yayimlanan galigmada A ve [0 A] matrislerine karsilik gelen projektif si-
mitlerin sifirlayan idealleri, bu idealler arasindaki iligki (Hilbert fonksiyonu, dereceler,
diizenlilik) ve bu ideallere kargilik gelen kodlar incelenmigtir [10]. 2014 yilinda ise Lopez
ve Villarreal, 1 boyutlu dereceli kafes ideallerin derecelerini veren bir metot bulmus-
lar ve bu metot sayesinde parametrik bir kodun uzunlugunun sadece dogrusal cebir
kullanilarak hesaplanabilecegini sdylemiglerdir [11]. 2015 yilinda Sarabia, Marquez ve
Rosales tarafindan yayimlanan makalede projektif uzaylardaki parametrik kodlar in-
celenmig olup bu kodlarla ilgili parametreler incelenmigtir [12]. Yine aym yil Dias ve
Neves, agirlikli projektif uzaylardaki parametrik kodlar1 incelemis ve bu kodlarin pa-
rametlerinin kafes idealler kullamlarak hesaplanabilecegini gostermiglerdir [13]. 2017
yilinda ise Bernal, Pitones ve Villarreal tarafindan yayimlanan makalede parametrik
kodlarin minimum uzakligini cebirsel yontemler kullanarak hesaplamak igin bir for-
miil verilmistir [14]. 2018 yilinda Sarabia, Camps, Sarmiento ve Villarreal tarafindan
yayimlanan makalede projektif torus iizerindeki bazi1 hesaplama kodlarimin ikinci genel-
lestirilmis Hamming agirhigini hesaplayan bir formiil verilmigtir ve parametrik kodlar
i¢in genellestirilmis Hamming agirligi ile minimum uzaklik parametrelerinin bazi1 ben-
zer davraniglar sergiledigi gosterilmistir [15]. 2018 yilinda Sahin tarafindan yayimlanan
makalede ise parametrik kodlarla ilgili sonuglar tiim simitli gesgitlemler i¢in genellen-
migtir [16]. Yine ayn1 yil Baran ve Sahin tarafindan yayima hazirlanan bir ¢alismada
herhangi bir simitli ¢esitlem iizerindeki parametrik kodlarin uzunluk ve boyutunu bul-
maya yarayan algoritmalar verilmigtir [17].

Bu tez calismasinda ise agirlikli bir projektif uzayin monomlarla parametrize edi-
len herhangi bir alt kiimesi tarafindan tanimlanan parametrik kodlar ¢aligilmistir. Bu
tez calismasinin temel amaci bu kodlar1 hesaplarken kullandigimiz cebirsel yontem
ve kavramlar1 anlamaktir. Bu dogrultuda kodlar1 hesaplarken kullanacagimiz cebirsel
yontem ve kavramlar tezin ilk dort boliimiinde detayli bir sekilde ele alinmigtir. Be-
sinci boliimde ise ilk olarak lineer kodlar anlatildiktan sonra agirlikli projektif uzaydaki
parametrik kodlarin nasil hesaplandigi anlatilmig ve érnekler verilmistir. Bu tezin son
béliimiinde ise tezin amaclarindan biri olan daha iyi parametrelere sahip kod érnekleri

bulunmaya galigilmigtir. Bu amag dogrultusunda Arf olan ve olmayan yarigruplarin be-



lirledigi agirlikh projektif uzaylardaki simitin tanimladigi parametrik kod 6rneklerinin

temel parametreleri hesaplanmis ve tablo olarak sunulmustur.



2 AFIN UZAY

2.1 Afin Cesitlemler ve Idealleri

Tamim 2.1.1. K bir cisim olmak dizere K" kiimesine (r-boyutlu) afin uzay denir.

A"(K) ile veya sadece A" ile gdsterilir. Afin uzayin elemanlarina nokta denir.
A"=A"(K) ={(p1,...,pr): heri=1,...,7r i¢in p; € K}

Ornek 2.1.2. R" 6klid uzay r-boyutlu A"(R) afin uzayin verirken C™ kompleks uzay
da r-boyutlu A"(C) afin uzayini verir. K = F, sonlu cismini diginirsek A" (F,), r-

boyutlu afin uzayidar.

Tanim 2.1.3. K bir cisim olmak tizere T C K[z, ..., x,] alt kimesini alalbim. T kiime-
sindeki polinomlarin ortak ¢ozim kiimesi olan noktalar kiimesine afin ¢esitlem denir.

Dolaysiyla,
V(T)={P = (p1,...,p,) €A": her f €T ic¢in f(P) =0}
olur. Y C A" olmak iizere ejer Y = V(T) olacak sekilde bir T C Klzy,...,z,] varsa Y

kiimesine afin cesitlem veya cebirsel kiime denir.

Ornek 2.1.4. En basit érneklerden biri olarak, dogrusal denklem sistemlerinin ¢ézim
kiimeleri afin cesitlem ornekleri verir. Clinki sistemdeki her bir denklem birinci dere-
ceden bir polinom oldugundan her dogrusal denklem sisteminin ortak ¢ézim kiimesi bir

afin cesitlem érnegidir.
Ornek 2.1.5. {(p1,...,p.)} =V (21 — p1,..., 2z, — pr) noktase bir afin cesitlemdir.

Ornek 2.1.6. A! 1-boyutlu afin uzayindaki afin cesitlemler sonlu nokta kiimeleridir.

Clinkii tek degiskenli bir polinomun en fazla derecesi kadar kéki vardur.

Ornek 2.1.7. A%(R) 'deki daireler, elipsler, paraboller ve hiperboller birer afin ¢esitlem
verir. Ornegin, V(x1 — x5%) afin cesitlemi C = {(p?,p) : p € R} paraboliine esittir.

Ozellikler

1. I = (T), T tarafindan iiretilen bir ideal olsun. O halde V(I) = V(T') olur.
4



2. I ve J herhangi iki ideal olmak tizere eger I C J ise V(I) 2 V(J) olur.

3. V(U, L) =V (3 1.) =NV (1) olur.
4. V(INJ)=V{I.J)=V{I)UV(J).
Yukarida verdigimiz 6zelliklerin dogru oldugu kolayca goriilebilir.

Tanmim 2.1.8. (Zariski Topolojisi) Cebirsel alt kiimeleri kapal alt kiimeler olarak ta-
mmlayarak A" afin uzayr tzerinde bir topoloji tanmimlayabiliriz. Bir baska deyisle U C
A" olmak dizere U kiimesi a¢iktir gerek ve yeter kosul bazn T C Klzy, ..., x| kimeleri
icin A"\ U = V(T) olur. Yani Y = V(T) cebirsel kiimesine A" dzerinde Zariski
kapaly kiime denir ve yukaridaks 6zellikler ile topoloji olma 6zellikleri goz oniine alin-
diginda A" ’deki Zariski kapaly kiimeleri, A" tzerindeki kapali kiimeler topolojisidir. Bu

topolojiye Zariski Topolojisi ady verilir.

Tanim 2.1.9. Y C A" altkimesi tizerinde sifir degerini alan r degiskenli biitin poli-

nomlarin kiimesine Y in sifirlayan idealt denir. Yani,
IY)={f€eKzy,...,z,]: her P€Y i¢in f(P) =0}

Uyar:. Yukarida tammladigimiz 7(Y")’in ideal oldugu kolayca goriiliir.
Ozellikler

1. Y ve X, A" afin uzaymin herhangi iki altkiimesi olmak iizere Y C X iken

I(X) C I(Y) olur.
2. I(0) = (1) = K[z, ..., x,] olur.

Ornek 2.1.10. A%(R)’deki C = {(t?,t) : t € R} paraboliiniin sifirlayan ideali I(C) =
(r1 — 23) idealidir. Gergekten, herhangi bir f € K[z, xs] polinomunu alrsak ve bu
polinoma bélme algoritmasima uygularsak f(xy,z2) = q(x1,29) (1 — 23) + r(22) Olur.
Eger f € I(C) ise her t € R igin f(t*,t) = 0 olacagindan yukaridaki denklemden
her t € R igin r(t) = 0 olur. Tek degiskenli sifirdan farkly bir polinomun en fazla
derecesi kadar koki olabileceginden sonsuz koklii r polinomu sifir polinomudur. Buradan
f € (v —x3) olur dolayrswyla I(C) C (z1 — x3) elde edilir. Tersi yon i¢in f € (z1 — x3)
olarak alalm. f(x1,22) = q(x1,22)(x1 — 22) olarak yazabiliriz. Dolaysiyla her t € R

5



igin f(t3,t) = 0 olur. f € I(C) oldugundan (x1 — z3) C I(C) elde ederiz. Ve buradan
I(C) = (z1 — 23) esitligini elde ederiz.

Tanim 2.1.11. R herhangi bir halka ve I C R bir ideal olsun. Asagidaki sekilde

tanamlanan ideale I 'nin radikali denir.
VI={feR: herhangii € N i¢in f' € I}

Eger I = /T ise I radikal idealdir.

Teorem 2.1.12. (Sifir Yeri Teoremi) K cebirsel kapaly bir cisim ve I C Kz, ..., z,]
bir ideal olsun. Bu durumda I(V(I)) = /T esitligi saglanar.

Teorem 2.1.13. (Zayif Sufor Yeri Teoremi) K cebirsel kapaly bir cisim ve I C K|zy, ..., z,]
herhangi bir 6zalt ideal olsun. Bu durumda V (I) # 0 saglanar.

2.2 Afin Cesitlemlerin Koordinat Halkalar:

Tanim 2.2.1. Y C A" bir afin ¢egitlem olsun. Y 'nin sifirlayan ideali I(Y) C R =
K[z, ...,z olmak dzere R/I(Y) biliim halkasina Y 'nin koordinat halkast denir ve

K[Y] ile gdsterilir.

Ornek 2.2.2. Y = {py,...,p,} olmak dizere Y 'nin sifirlayan ideali
IY) = (xy —p1,...,xp — pp)dir. Ve I(Y) = (x1 — p1,...,2 — pr) R’'nin maksimal

1dealt olmak tizere Y 'nin koordinat halkasi asagidaki sekilde verilir.
KY]=R/I(Y) =K[z1,...,2,]/I(Y) =K

Ornek 2.2.3. A2’deki C = {(t*,t) : t € R} paraboliiniin sifirlayan idealinin 1(C) =
(z, — x3) ideali oldugunu Ornek(2.1.10)’da gésterdigimizden dolays biliyoruz. C nin
koordinat halkasy ise asaqidaki sekildedir.

K[C] = K[z1, 2] /1(C) = K[t?, 1]

2.3 Niimerik ve Arf Yarigruplar, Derece Monoidleri

Tanim 2.3.1. ' bostan farkl bir kiime olmak tzere, I tizerinde bir toplama islemi

+ tanmwmly olsun. Her v1,7v2,7v3 € T i¢in v + (72 + 73) = (1 + 72) + 73 saglanirsa
6



['’ya bir yarigrup, ejer ek olarak her vy,v2 € I i¢in v + 72 = 72 + 11 de saglanirsa
degismeli yarigrup denir. Her v € I igin v+ 0 = 7 olacak sekilde bir O elemani varsa
I' yargrubuna bir monotid denir. Her ~v1,7v2,7v3 € I' i¢in v1 + 72 = 71 + 73 ifadesinden
Yo = 3 esitligi elde edilebiliyorsa I" 'ya sadelesmeli yarigrup denir.

Tamim 2.3.2. w; € N ve ebob{w,...,w,} =1 olmak tzere w = (wy, ..., w,) olsun.
I‘w - <w17"‘7w'r> - {Zazwz tap € N}
i=1
seklinde tanimlanan Ty, 'ya nimerik yarigrup denir. Eger w = (1,1,...,1) olarak

alinarsa I'y, = N olur.

Uyari. N\I'y, sonludur. Tersine N\I" sonlu olacak her I' bir ntimerik yarigruptur, yani

bir w i¢in I'y, seklindedir.
Tanmm 2.3.3. A = (a;;) girdileri dogal say: olan bir s x r matris olsun. Bu matrisin
i-yinct sttinunu a; = (ay;, .. ., as) ile gosterelim. Bu durumda,

NA:{6131++Crar . Cly-"7CTEN}

yargrubuna A’ya ilistirilen afin yarigrup denir.

Tanim 2.3.4. 'y, bir niumerik yarigrup olmak tzere Iy, 'y treten en kii¢iik treteg

kiimesine I'y, nimerik yarigrubunun minimal irete¢ kiimesi denir.

Uyari. Her niimerik yarigrup tek bir minimal tirete¢ kiimesine sahiptir. Ayrica w, I'y,

icin bir minimal {irete¢ kiimesi olmayabilir. Ornegin, w = (1, 1, 2) iken I'y, = N olur.

Tanim 2.3.5. 'y, nimerik yargrup ve w; < wy < --- < w, kosulu ile birlikte
{wy,...,w.} kimesi Uy, nimerik yargrubunun minimal drete¢ kiimesi olmak tizere

wy elemant Iy, niimerik yarigrubunun katlidage olarak adlandurilur.

Ornek 2.3.6. T' = {0,3,4,5,6,...} kiimesi bir niimerik yargruptur ve w = (3,4, 5)

wein ' = Ty esitligi saglanar.

Uyari. Ty, = {0,3,4,5,6, ...} ntimerik yarigrubunu gosterimde kolaylik olmasi agisin-

dan T'y, = {0, 3,4, 5,6, —} olarak gosterebiliriz.



Tanim 2.3.7. T'y, bir nimerik yargrup ve G := N\ I'y, olmak tzere yarigrubun Fro-
benius Sayist G 'nin maksimum elemans olarak tanvmlanir. Yani, F(I'y,) := maks(Q)
esitligi ile tanimlanan F(Ty), Ty nimerik yarigrubunun Frobenius sayisidir. Ty, nime-
rik yargrubunun kondiktori ise Frobenius sayisinin bir fazlasy olarak yani C'(Ty) =

F(I'w) 4+ 1 seklinde tanimlanar.

Uyari. Eger I'y, = N olarak alinirsa C(I'y,) = 0 olur. Dolaywisiyla I'y, # N olarak

aldigimizda C(I'y,) > 2 durumu saglanir.

Tanim 2.3.8. I'y, nimerik yarigrup olmak tzere bu nimerik yarigrubun Frobenius

sayrsindan kicik olan elemanlarina nimerik yarigrubun kiigtiik elemanlary denir.

Ornek 2.3.9. T, = {0,3,4,5,6,—} nimerik yarigrubunun Frobenius sayisini hesapla-
yalim. Yukarmdaki tanamdan G = {1,2} olur. Bu kiimenin maksimum elemani 2 oldu-
gundan Ty, nimerik yarigrubunun Frobenius sayist F(T'y) = 2 olur. Ayrica Ty, =

{0,3,4,5,6,—} = (3,4, 5) nimerik yarigrubunun katlhilhige da 3 tam sayisina egittir.

Tanim 2.3.10. Ty, bir nimerik yarigrup olmak tzere bu nimerik yarigrubu asagidak:

durumu saglhyorsa Arf niimerik yarigrubu olarak adlandirilor.
z,y,z € I'y olmak dzerex > y>z=cv+y—z €y (Arf Kosulu)

Ornek 2.3.11. N dogal sayar kiimesi Arf nimerik yarigrubudur. Kathlhiqi 2 ye esit
olan her niimerik yargrup Arfter. Ornegin (2,3) Arf niimerik yargrubudur. Arf olma-

yan nimerik yarigrup ornegi olarak ise (4,10,25) yarigrubunu verebiliriz. Ctnki

I'w = {0,4,8,10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 25, 26, 28, 29, 30, 32 —} = (4, 10, 25)
oldugundan 25 + 10 — 4 = 31 & 'y olur ve Arf olma kosulu saglanmadige igin bu
yargrup Arf degildir.

Lemma 2.3.12. [18, Proposition 1.] T'y, bir yarigrup olmak tizere asagidaki kosullar

birbirine denktir.
1. Ty, Arf yarigrubudur.

2. Her wi,wy € I'y, t¢cin wy > we olmak tizere 2w, — wq € 'y, “dir.
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Uyari. Bir niimerik yarigrubun sadece kiigiik elemanlar: igin yukarida verdigimiz Arf
kogulununun saglanip saglanmadigina bakmak niimerik yarigrubun Arf niimerik yari-
grubu olup olmadigini anlamak igin yeterlidir.

Ayrica her Arf niimerik yarigrubunun minimal iirete¢ kiimesinin eleman sayisi katl-
ligina egittir. Bu duruma 6rnek olarak (3,4, 5),(3,5,7), (3,7,8) niimerik yarigruplarim
verebiliriz ve bu yarigruplar Arf yarigruplaridir. Yukaridaki Lemma(2.3.12) gz 6niine
alindiginda (3, 5, 8) niimerik yarigrubunun Arf olmadig goriiliir;
¢linkii 10 — 3 = 7 yarigrupta degildir.

Arf yarigruplan ile ilgili detayl bilgi i¢in [19] kitabina ve [20, 21| makalelerine ba-
kilabilir.

Tanim 2.3.13. Eger I' degismeli ve sadelesmeli bir monoid ise ona kisaca derece

monoidi diyecegiz.

Ornek 2.3.14. Her toplamsal abel grup bir derece monoidi olur. Ty, niimerik yarigrubu

bir derece monoididir.

. 4 3 10
Ornek 2.3.15. A = matrisini disiinelim. A’nan sitinlarine N? nin ele-

013 4
manlary gibi distnirsek onlar tarafindan tretilen NA yarigrubu bir derece monoidi

olur, ¢iinkii NA = N{(4,0), (3,1),(1,3),(0,4)} C Z? oldugundan sadelesmelidir.

2.4 Simitli Idealler ve Yarigrup Halkalar

Tanmim 2.4.1. A = (a;;) girdileri dogal say olan bir s x r matris olsun. Bu matrisin

i-yinci stutinunu a; = (ay;, . .., as) ile gosterelim.
ay; - Al
Yani, A= 1|+ . olsun. Bu durumda, her i =1,...,r i¢in,
Qg1+ Qgp

0:Klxy, ...,z = K[tr,... ts], 0O(x;) =13 =t t27,

seklinde taniymlanan homomorfizmin ¢ekirdegi olan 14 asal idealine A’ya ilistirilen si-

matli ideal denir.

Ornek 2.4.2. A=1[2 1 1] matrisini disinelim. Ve

9



0 : K[I‘l, LEQ,QJg] — K[t]

0(.1’1) = t2
9(1’2) =t
0(1’3) =1

homomorfizmini tanimlayalim. Bu 6 homomorfizminin c¢ekirdeginin bazi elemanlar:
(r1—23) € 14, (1 —23) € 14, (w3—13) € L4, (25—2%x3) € 14 seklindedir. Bu elemanlar-
dan minimal tireteg kiimesi olanlar géz oniinde bulundurursak, [x = (1 —2%, x9—13) =
(w1 — 23, xo—x3) simitli ideali elde edilir. Gergekten, 14 idealinin bu sekilde elde edildigi

Ornek(2.1.10) daki gibi ispatlanarak gérilir.
Simdi ise simitli idealler i¢in bir {irete¢ kiimesi verelim.

Lemma 2.4.3. [22]/ A bir matris olmak tzere I4 simitli idealinin bir sonsuz treteg

kiimesini asagidaki sekilde verebiliriz.
Iy = {(z® — 2" : herab e N i¢in Aa = Ab)

Kamt. Ispata baslamadan énce J4 = (22 — 2P : her a,b € N" i¢in Aa = Ab) olarak
gosterelim ve Cek(f) = J4 oldugunu gosterelim. Burada simitli idealin tanimindan 6

homomorfizminin
0:Klxy, ...,z = Klt1,... ts], O(x;) =13 =" -t

seklinde oldugunu biliyoruz. Varsayalim ki f = Y caz® € Cek(#) \ {0} olsun.
Buradan # homomorfizminin tanmmm da goz éniine alirsak 6(f) = >,y cat™® = 0
olarak elde ederiz. Varsayimdan dolay1 f sifirdan farkli oldugundan bazi a € N” i¢in
Ca # 0 olur. Aym1 zamanda her a € N" i¢cin #* # 0 oldugundan dolay1 6(f) = 0
esitliginin saglanmasi icin her ¢, # 0 igin 8( f) nin c,t4? terimini sadelestiren bir ¢,/ A2
terimi olmalidir.

/
, tAa

Yani, a,a’ € N” olmak {izere, cat? + Cy = 0 esitligi saglanmalidir. Bu durumda

t4a — 42’ olur ve buradan (ca + cy)t"® = 0 oldugundan c, = —c, elde edilir.
Buradan c,x® + ¢/ 2 = Cal® — ca$a/ = Ca(2® — xa,) olacagindan bu sekilde devam
edersek, fnin bu tip binomlarm toplami oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla her a,a’ € N
igin (22 — xa/) € J4 olacagindan f € J, oldugu goriilir.
10



Tersi icin .J, nn bir iireteci olan f = 22 — 2P polinomunu alahm. Aa = Ab oldugun-
dan t42 = ¢4P olur. Buradan 6(2®) = 0(z®) elde edilir. 6 bir homomorfizm oldugundan

0(x?) — 0(2P) = O(2® — 2P) = 0 olur. Dolayisiyla f € Cek(f) oldugunu elde ederiz. [
Uyari. Lemma(2.4.3)'de 14 idealini iireten sonsuz binom K’dan bagimsizdir.

. 4 310
Ornek 2.4.4. A = matrisini distinelim. Ve

013 4

0 : Klxy, z9, x3, x4] — Klty, to]
O(z1) =t
0(22) = tit,
O(x3) = tit3
0(z4) = t;
homomorfizmini tamimlayalim. 14 ideali bu homomorfizmanin ¢ekirdeginin elaman-
lar tarafindan tretileceginden en kolay sekilde bulmak i¢in Macaulay2 programini

kullanarak elde edebiliriz.

Bu o6rnekte simitli ideali bulmak i¢in Macaulay?2 programinda asagida verilen

kodlardan yararlanabiliriz.

il : K=ZZ/11;

i2 : R = K[x_1,x_2,x.3,x_4]; S = K[t_1,t_2];

i3 : M=matrix{{t_1"4%t_270,t_1"3%t_2"1,t_1"1%t_273,t_1"0%t_2"4}};
i4 : H=map(S,R,M);

i5 : I_A=ker H

Yukarida vermis oldugumuz komutu Macaulay?2 programinda caligtirdigimizda [4

idealini agagidaki gekilde elde ederiz.
3 2 2 2 3.2
Iy = (xows — 1Tg, T3 — ToXY, T1X5 — T5Ta, Ty — T1T3)

Yukarida vermis oldugumuz uyaridan dolayi iiretecleri bulurken herhangi bir cisim

aliabilir.

Uyari. Simitli idealler ve uygulamalar: hakkinda daha fazla bilgi edinmek i¢in Sturm-

fels’in [22] kitabina bakilabilir.
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Tanim 2.4.5. NA, A’ya ilistirilen bir afin yarigrubu olmak tzere K[t] polinom halka-
siman t2, ... 12 tarafindan dretilen bir alt cebirine yarigrup halkast denir ve K|NA|

ile gosterilir.

Teorem 2.4.6. [23] R = K|xq,...,x,] ve [4 A’ya ilistirilen simitli ideal olmak tizere
K[NA] yarigrup halkast R/14 koordinat halkasina izomorftur.

Kanat. Ispati icin [23, Theorem 7.3, Theorem 7.4| teoremlerine bakilabilir. O

Ornek 2.4.7. Ornek(2.4.4) i tekrar goz oniinde bulunduralim. 1, = Cek(6) oldugun-
dan

Klzq, x9, 23, 24] /14 = Gor(6)

olur. Ve Teorem(2.4.6) dan dolayr Gor(0) = K[t], t3ta, t1t3,t5] halkast bir yarigrup hal-
kasidur.
Benzer sekilde Ornek(2.2.3) "ii tekrar goz oniinde bulunduralum. C 'nin koordinat hal-

kasim asagidaki sekilde elde etmaistik.
K[C] = K[z1, 2] /1(C) = K[t*, 1]
Buradan K[t?,t] halkast bir yarigrup halkasidor.

2.5 Afin Simitli Cesitlemler ve Sifirlayan idealleri

Tanmim 2.5.1. (Afin Simitli Cegitlem, Simitli Kime, Simit) 14 simitli idealinin tanym-
ladige afin cesitleme A’ya ilistirilen afin simaitle cegitlem denir ve Vy ile gosterilir.
Yani,

Va={Pe€A": her felyi¢n f(P)=0}

Simdi simit ve simitli kiime tanimlarin verelim. A’ya ilistirilen stmatli kiime,
Pa= {5 -t ot e teen) s heri=1,...r igin t; € K}
seklinde tanymlanir. A’ya ilistirilen stmat ise,
Ta= {5 -t ot t®) s heri=1,...,r i¢int; € K" =K\ {0}}

seklinde tanimlanar.
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Uyar:. Yukarida tammmladigimiz ii¢ kiime arasinda T, C P4, C Vjy iligkisi vardir. Ve

tanimlar kullanilarak bu iligkinin dogrulugu kolayca ispatlanabilir [24].

Okuyucuya kolaylik saglamak i¢in ispatini verecegimiz agagidaki lemmay1 bir ¢ok

kez kullanacagiz.

Lemma 2.5.2. [25, Lemma 2.1/(Kombinatorik Sifur Yeri Teoremi) K herhangi bir
cisim ve f € K[y, ..., y,], her i igin dery, f < d; kosulunu saglayan bir polinom olsun.
Ky, Ky, ..., K,, K’'nin bostan farkl alt kiimeleri ve her i i¢in |K;| > d; + 1 olsun. Eger
her ky € Ky, ke € Ky, ... k. € K, igin f(ki,..., k) =0 ise f =0 olur.

Kanat. f(y1,...,yr) € K[y1,...,y,] polinomunu alahm. Ve r iizerinden tiimevarim ile
iddiay1 ispatlayalim. » = 1 durumunda hipoteze gore f € K[y;] tek degiskenli polino-
munun en az d; + 1 kokii vardir. f polinomu sifirdan farkli olsaydi en fazla d; = der(f)
koki olurdu, bu yiizden f = 0 olur. Varsayalim ki r — 1 durumu i¢in iddia dogru olsun.
Simdi ise 7 igin de iddianin dogru oldugunu gostermek icin f(y1,...,y.) € Klyi, ..., y,]

alalim. Her ¢ i¢in g;(y1,...,yr—1) € K[y1, ..., y,_1] olmak tizere

f<y17 B 7y7’) = Zgl(yla v >y7“*1)y7i"
=0

olarak yazabiliriz. Burada, sabit k; € Ky,... k.1 € K,_; i¢in d, dereceli Q(y,) =
f(k1, ... ke1,yr) € Kly,| tek degigkenli polinomu elde edilir. Hipotezden dolay1 her
k. € K, i¢in Q(k,) = f(ki,...,k-) = 0 olacagindan 'nun d,’den fazla kokii olur. Bu
yiizden @ sifir polinomudur. Yani, @'nun katsayilar1 olan g;(ky, ..., k._1) sayilar sifir
olur. Benzer sekilde her i ve V(ky, ..., k1) € Ky x -+ x K, i¢in g;(k1,...,k—1) =0
oldugu goriiliir. Tiimevarim hipotezinden dolayi ise g; = 0 olur. Boylece f = 0 sonucuna

ulagiriz. ]
Sonug 2.5.3. K sonsuz bir cisim olmak tizere asaqidaki ifadeler saglanar.

i. I(K9™) =0

ii. I(K")=0
Kamit. 1. f € I(K*)") ve d; = dery,(f) olsun. |K;| = |K*| > d; oldugundan dolay1

Lemma 2.5.2’den f = 0’dur.
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ii. Benzer gekilde yapilir.

Teorem 2.5.4. K =T, olmak dizere T((K*)") = (y¢ " —1,... 99" = 1).

Kanat. Oncelikle yg_l —1:=Gy,...,yr ' — 1 := G, olarak adlandirahm. Dolayisiyla
(Gy,...,G,) C I((K")") oldugu agiktir. Tersine, H € I((K*)") ve H = > h,G;+ ¢
olsun. Varsayalim ki ¢ # 0 olsun. Buradan der(g) = d; + - -+ + d, olmak tizere g =

> Cldyon, dr)yfl ...y ifadesinde en az bir ¢(y,, 4,) # 0 olur.

.....

H=> hGi+g
i=1
oldugundan her ¢ = 1,...,r i¢in d; < ¢ — 1 oldugunu biliyoruz. S; = K* olmak iizere
her i = 1,...,r i¢in |K;| = ¢ — 1 > d; + 1 oldugundan Lemma(2.5.2)’yi kullanirsak
Ak, ... k) € Ky x - x K. = (K*)" vardir 6yle ki g(sq,...,s,) # 0 olur. Fakat
g, (K*)"nin her noktasinda 0 degerini aldigindan varsayim bizi geligkiye gotiiriir. Do-

layisiyla ¢ = 0’dir. Buradan da H € (G, ..., G,) oldugunu elde ederiz. m
Teorem 2.5.5. K = F, olmak tdzere [(K") = (4] —v1,...,y2 — y,).

Kamit. Oncelikle ¢ — y; = G, ... ,yl —y, = G, olarak adlandiralm. Dolayisiyla
(Gq,...,G,) CI(K") oldugu agiktir. Tersine,

i=1

ve G; € I(K") oldugundan g € I(K") olur. Dolaywsiyla her (kq,...,k.) € K" i¢in
g(ky, ..., k) =0 olur. Ote yandan K; = K i¢in |K;| = |K| = ¢ > d; + 1 saglandigindan
g # 0 olsaydi1 K; x - x K, = K" 'nin g(ky,...,k.) # 0 olacak sekilde bir (ki,...,k;)
elemani olurdu. Boyle bir eleman olmadigindan Lemma(2.5.2)’yi gz 6niinde bulundur-

dugumuzda g = 0 olarak elde ederiz. O
Teorem 2.5.6. K sonsuz bir cisim olmak tizere I(T4) = I4 olur.

Kamit. Iy C I(V(I4)) = I(V4) C I(P4) C I(Ty) oldugundan I, C I(T4) kapsa-
mast her zaman vardir. Tersine, f € I(T,) ise f(t*,...,t*) = 0 olur. f polinomunu
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Klz1,..., 2, 41, ..,ys) halkasi i¢cinde agarsak g; € K[xy,..., 2,41, ..,ys| olmak lizere
(@ mn) = 0o — %) + -+ gol@r — ¥™) + 7, 4) seklinde yazhr. Bu

esitlikte her ¢ i¢in y; = t; olarak alirsak,
0= f(t*, ..., t*) =g (™ —t*) + -+ g, (t* —t*) +r(t1, ..., t5)

elde edilir. Buradan her ¢, ..., ts € (K*)® igin (¢, ..., ts) = 0 olur. K sonsuz bir cisim
oldugu igin Sonug(2.5.3)’i goz 6niinde bulundurursak /((K*)*) = (0) olur ve dolayisiyla
r = 0 oldugu elde edilir. Buradan f = ¢;(z1 — y*) + - -+ + g-(z, — y*) olarak elde

edilir. Ayn1 zamanda
0:Klxy,...,z,| = K[ty,...,ts], O(x;) =1t

doniistimiinii

0:Klxy, ...,z 41, ys) = Kltq, ..., ts], 0(z;) =%, O(y;) =1,

olarak genisletirsek, 6(f) = 0 olur, dolaysiyla 6(f) = 0 olur. Buradan f € Cek(6) = I4
oldugu elde edilir. O

Uyar. Ty C Py C V4 oldugundan sifirlayan ideallerin 1. 6zelligini géz oniinde bu-
lundurursak I(V4) C I(P4) € I(T4) oldugu goriilir. Dolayisiyla yukaridaki iddiada
bu durumu goz 6ntinde bulundurursak (V) = I(P4) = I4 durumunun da saglandig

kolayca goriiliir.

Teorem 2.5.7. [26, Theorem 3.4] K = F, iken R = Klzy,..., 2, y1,...,ys] ve S =

K[z, ..., 2, olmak tzere
I(TA) = (zy—y™, .., er—y™, g8 =1,...,977 =1 S

olur.

Kamit. [26] Oncelikle J = (z; —y®, ...z, —y*,y7 " —1,...,y7 ' — 1) olarak alalim
ve I(T4) = J NS oldugunu gorelim. Varsayalim ki f € I(T,4) olsun. Dolayisiyla her
t1,...,t, € K* igin f(t1,...,t.) = 0 olur. Aym zamanda ¢; € K* ve u; € N” olmak

lizere f =) . c;x™ olarak yazabiliriz. Burada 1 <14 < ricin u; = (w1, . .., ;) dir. Her
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1<i1<rvel <j<rigin
:E _ [(.CEJ _yaj +yaj]Uij

seklinde diigliniirsek, bu esitligi agtigimizda ¢ € R = K[zy,..., 2, 41,...,ys) olmak
lizere z™ = ) (x; —y™)g+ (y®)"™ esitligini elde ederiz. Dolayisiyla g; € R olmak {izere

f ZCZ Ul_zgz Ly f( ar)

al

olarak yazabiliriz. f(y -, ) polinomunu {y? " —1}:_, € K[y, ..., ys] polinom-

larinana bolersek G'nin derecesi ¢ — 1’den kiigiik ve h;, G € K[y, . .., ys] olmak tizere

FlPr, oy ) =0, hi(y?™" — 1)+ G(w, . . ., ys) seklinde elde ederiz. Buradan

F=> gilxi—y +Zh 1)+ Gy, ys)
i=1

olur. Simdi G'nin sifir oldugunu gostermeliyiz. t1,...,t; € K* olmak {izere her 7 i¢in

x; = t2 olarak alirsak g; = ¢;(t2, ..., yi, ..., y,) olmak iizere

s

0= f(t1,....t, X:gz (t% — ™) Zhi(yg_l—l)qLG(yl,...,ys)

=1

olur. Yukaridaki egitlikte her i i¢in y; = t¢; olarak alirsak G(tq,...,ts) = 0 olur. G,
(K*)*’de sifirlandigindan Sonug(2.5.3)’yi kullanirsak bu polinom sifir polinomudur. Ter-

sine, f € JN S alahm. g;, h; € R olmak {izere

F= glwi—y™) + ) hilyl ™ -
i=1 i=1

olarak yazabiliriz. P = (t?*,...,t*) € T4 noktasin alalim. Her 7 i¢in z; = t* olarak
alirsak g, = gi(t2, ... 1%y, ..., y,) ve hi = hi(t?, ... 1% y1,...,ys) olmak lizere
Flan, ) = 30 g (1 — ™) + 300 by (yPt — 1) elde edilir. Her 7 icin y; = t;
olarak alirsak f(P) = 0 oldugunu elde ederiz. Yani, f € I(T,4) oldugu elde edilir. [
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3 DERECELI HALKALAR VE MODULLER

Bu boliimde agirlikhi projektif uzay ile ilgili anlatacaklarimiza ge¢gmeden 6nce bu iki
boliim arasindaki baglantiy1 gorebilmek igin dereceli halkalar ve modiillerle ile ilgili
tanim ve Ozellikleri ele alacagiz. Ayrica serbest ¢oziiliim, Hilbert fonksiyonlar: ve serileri

konularini ele alip bu iki konu arasindaki iligkiyi anlatacagiz.

3.1 Dereceli Halkalar

Tanim 3.1.1. R, bos olmayan bir kiime olmak tizere her r,r9 € R i¢cin
+:(r,re) =+ ve - (r,1) = r

biciminde tanimbh, siwraswyla toplama ve ¢arpma islemi denilen + wve - ikili islemler:
verilsin. Asaqidaki kosullar saglaniyorsa (R, +,-) swral tglistine halka denir.

1. (R,+) bir abelyan grup,

2. herry,ro,m3 € R i¢in (ry-1a) 13 =11 (19 - 13),

3. herri,ro,r3 € Riginry - (ro+1r3) =ry-ro+1r1 - 73,

4. herry,ro,r3 € Rigin (11 +13) 13 =171 -T3+ 719 T3.

Ayrica (R, +,-) halkasinda her r1,79 € R igin 11 - r9 = 19 - 11 saglanmyorsa bu halkaya
degismeli halka ve her r € R i¢in 1z - v = r olacak sekilde en az bir 1z € R var ise

bu halkaya birimli halka denir.

Uyari. Bu boliim boyunca aksi belirtilmedikge R halkasinin birimli ve degismeli oldugu

kabul edilecektir.

Tanim 3.1.2. R degismeli bir halka ve I' derece monoidi olmak tizere,
1. R= Gaver R,
2. Her y1,v2 € I' igin R, Ry, C R, 1,

kosullar saglanwyorsa R’ye I'-dereceli halka denir. R, 'nin her elemanina derecesi vy

olan homojen eleman denir.
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Ornek 3.1.3. R = K[z] polinom halkasindaki herhangi bir polinomu, her d > 0 ve

Co,Cly - -+, Cq € Kicin cg + 10 + cox? + - -+ + cqx? seklinde yazabiliriz. Boylece
Klz] =Ry + R1 + Ro + - - -
olur. Burada Ry, Ry, ..., Ry asaqidaki sekilde tanimlidar.
Roy={co:co €K}, Ry ={c1w:c; €K},..., Ry = {car? : cg € K}

Simdi v1 # v igin R, = {cy, 2" : ¢y, € K} ve R, = {c, 27 : ¢y, € K} kiimelerini
goz oniine alalvm. Buradan v, # 2 oldugundan dolayr c,, 2" = c,,x7? esitligi ancak
Cyy = Cy, = 0 oldugu zaman gerceklesir. Boylece R, N R, = {0} oldugunu elde ederiz.
Bu da bize K[z] = Ry ® Ry ® Ry @ - -+ oldugunu verir. Ikinci kosulun da saglandigima
gostermek icin ¢, a" € R, ve ¢y,x"* € R,, alalvm. Buradan c, c,, € K oldugundan
() (Cr %) = (Cyy Cyp ) (2T72) € Ry, 44, Oldugu goriliir. Ve boylece ikinci kosul yani

R, R,, C R, 4, saglanmus olur. Béylece K[z| polinom halkasi N-dereceli bir halkadur.

Ornek 3.1.4. R=K(zy,...,z,], ebob(wy,...,w,) =1 vel =Ty = (wy,...,w,) CN

Q.

olsun. der(x®) = der(z{*...z0") = > ' a;der(x;) olarak tanymlanirsa bir monomun

derecesini der(z;) = w; esitligi belirler. Yani der(z?) = Y_._, a;w; € Ty seklindedir.

f € R polinomunun bitin monomlarimin derecesi ayni ise f’'ye w-homojen polinom
denir. Ry derecesi d olan w-homojen polinomlarn kiimesi ise R = Y, . Ry oldugu
a¢iktar, cinki her polinomu homojen kisimlarimin toplama seklinde yazabiliriz. Ayrica
dy # dy olmak tizere Rq, N Ry, = {0} oldugundan R = @ . Rq olur. Rg, Ra, € Rg, 44,
oldugundan R bir dereceli halkadur.

Ry dereceli halka yapan bir ¢ok derece monoidi oldugundan hangi derecelendir-
menin soz konusu oldugunu belirtmek i¢in R’ye I'y,-dereceli ya da w-dereceli halka

denmektedir. wy = - -- = w, = 1 durumunda ise R’ye standart dereceli halka denir.
Yukarida tanimladigimiz standart dereceli ve w-dereceli halkalara 6rnek verelim.

Ornek 3.1.5. R = K[z, 23] polinom halkasin, der(x,) = der(zy) = 1 derecelendirme-

leri ile birlikte distiinelim. R polinom halkasi, standart dereceli bir halkadir. Buradan,

Ry = {co: co € K}
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Ry ={c1my + oo ¢1,00 € K}
2 2
Ry = {c127] + cox1x9 + 375 & €1, Co, ¢35 € K}

3 2 2 3.
Rs = {c12] + coxixe + c3xawy + cqxy : 1, 09,03, ¢4 € K}

Ayrica, R = Klxy, z9, 3] polinom halkasini, w = (1,2,3) olmak zere
der(xzy) = 1,der(xs) = 2 ve der(xs) = 3 derecelendirmeleri ile birlikte distinelim.

Buradan R polinom halkasi, w-dereceli bir halkadwr. Dolayisiyla
Ro={co:co €K}, Ry={cix1:c; €K}

Ry = {coxy + 327 : ¢, 3 € K}

3
Rs = {cyws + csromy + oy @ ¢y, 5,6 € K}

Uyar. Yukarida ele aldigimiz 6rneklerde Ry = K olarak elde edilmigtir. Fakat her
zaman Ry = K olmak zorunda degildir. Ornegin, I' = Z derece monoidini diisiinelim ve

R = K]z, z5] polinom halkasinda der(x;) = —1 ve der(z2) = 1 olarak alalm. Burada,
Ry = {c(z129)*03 : c € K, a € N}

olur. Buradan

Ry = {c(x129)* : c € K, e € N}

olur ve Ry # K oldugu agik¢a goriiliir. Bu uyari ile gozlemledigimiz durumu agagida

verecegimiz Onerme(3.1.8) ile karakterize ederiz.

Tanim 3.1.6. R = @__ R, standart dereceli bir halka ve fi,..., f. R'nin siraswyla

vel’

dy,...,d, derecelerine sahip olan homojen elemanlar, olsun. Buradan

Sd:{z Cafit oo fI i ca € Ry ve dyay + -+ + dra, = d}
aeN”
olmak tizere S = Ry[f1,..., fr] R'nin fi,..., f, tarafindan dretilen dereceli bir alt hal-

kasidar.
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Yukarida tanimlanan dereceli alt halkalara en giizel 6rnekler polinomlar kullanilarak

elde edilebilir.

Ornek 3.1.7. K bir cisim olmak tizere S = K[a2, 129, 23] halkast R = K[zy, x,]
halkasinin dereceli bir alt halkasidir. Gergekten S ’nin homojen alt gruplar: her d i¢in

asagqidaki sekilde tanimlanar.

o 2a1+2a2+2a3 .
Sa = { E Clar,az,as) ™00 1 Clayasas) € K}

2a1+2a2+2a3=d

Buradan her d > 0 tam sayisi i¢in asaqidaki sekilde yazabiliriz.

Ry, 2| digin
0, 21d igin

Sq =

Diger bir deyisle S = Ry 0@ Ro ®0@ Ry ® 0D -+ seklindedir. Benzer sekilde
S = K[z3, 2%, 2°] halkast R = Klx] halkasian dereceli bir alt halkasidir. Gergekten,

S'’nin homojen alt gruplar: her d i¢in asagidaki sekilde tanimlanar.
Sd = { Z c(a17a2’a3)x3a1+4a2+5a3 : C(a17a27a3) € K}
3a1+4as+5a3=d
Diger bir deyisle S = Ry 0D 0D R3 D Ry ® Rs ® Rg ® Ry @ - - - seklindedir.

Onerme 3.1.8. /23, Theorem 8.6/ T C 7 derece monoidi, R = Klzy,...,z,] T-
dereceli polinom halkasy ve her i igin der(x;) = w; € I' olmak tizere asagidaki ifadeler

birbirlerine denktir.

1. Bir v € I' i¢in boyg R, < 00

NS

. Her v € I" igin boyg R, < o0
3. Ry =K
4. ' =T = {0} ve her i i¢in w; > 0
5. L = Qeklwy - - -wy,| olmak tzere LNN" = {0}
Kamt. [23, Proof of Theorem 8.6] (1) <= (3) Iddia: Bir v € T i¢in boyg R, < 00

— Ry=K.
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Ry = K oldugunda R, 1 boyutlu olacagindan v = 0 igin boyx R, < oo durumu
saglanir. Tersini gostermek igin bir v € I' i¢in boyg R, < 0o olmak iizere Ry # K
oldugunu kabul edelim. RyR, C R, oldugunu biliyoruz. Bir 2z € R, \ {0} elemaniyla

carpma,

QS:R[)(_)R,Y (1>

a—>axb

birebir doéniigtimiinii verir.

Yukaridaki (1) déniigiimiintin birebir olmasindan dolay1 Ry’ in da sonlu boyutlu ol-
dugunu biliyoruz. Ayni zamanda R, # K kabuliinden dolay1 x® € R, olmak iizere
der(z®) = 0 ve a # 0 olur. Buradan her d igin 2% # 0 ve der(z®) = d(0) = 0 olur.
Ve 1,22, 2%, ... lineer bagimsiz olur. Yani Ry sonsuz boyutlu olur. Bu da bize celigki
vereceginden varsayimimiz yanligtir. Yani Ry = K olmalidir.

(3) <= (4) Iddia: ' N —TI" = {0} ve her i i¢in w; > 0 <= Ry =K.

Bu iddia i¢in olmayana ergi yontemini kullanahm. f € Ry \ K alalm ve f ¢ K
oldugundan f = > caz® olacak sekilde en az bir a € N" \ 0 vardir ve ¢, # 0'dir.
Burada a # 0 oldugundan en az bir j vardir 6yle ki a; > 0 ve @ # j i¢in a; > 0
olur. Dolayisiyla der(z®) = 0 oldugundan her 7 i¢in der(z;) = w; € I' oldugunu da goz
oniinde bulundurursak,

0=aw +- -+ aw,

olarak yazabiliriz. Buradan j € {1,...,n} olmak iizere herhangi bir w; i¢in
0—w; =aqw; + - + a,w, —w,

olarak yazarsak

—w; =aqw; + -+ (a; — Dw; + -+ + a,w, (2)

olarak elde ederiz. Iddianin hipotezinden dolay1 w; # 0 oldugundan (2) esitligini de
goz 6ntinde bulundurdugumuzda I' N —I" # {0} olarak elde ederiz. Buradan
I'n—I'={0} = Ry = K durumunu gdstermis oluruz.

Tersi yon i¢in de olmayana ergi yontemini kullanalim. Varsayalim ki I' 0 —I" # {0}
olsun. Dolayisiyla en az bir v € I' N —I" vardir ve v # 0’dir. Buradan vy € I' ve y € =T
oldugundan —v € I' durumu da saglanir. R dereceli bir halka oldugundan her v igin

R,R_, C Ry kapsamasmmn saglandigim biliyoruz. Dolayisiyla 2* € R, ve 2P € R_,
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olacak sekilde a,b € N" vardir ve 222P € Ry olur. Yani der(z2P) = 0 olacaktir. Aym
zamanda v # 0 oldugundan a,b € N"\ {0} ve dolayisiyla a+ b # 0 olur. Béylece
3P ¢ K olacagindan Ry # K durumunu elde ederiz. Yani By = K = I' N —T" = {0}
durumunu gostermis oluruz.

(3) <= (5) Iddia: Ry = K <= L£NN" = {0}

L = Ceklw; - -w,| yani L = {(a1,...,a,) € Z" : aqwy + -+ + a,w, = 0} olarak
alalim. Buradan £ N N" = {(ay,...,a,) € N" : qqw; + -+ + a,w, = 0} olur. Bir
bagka deyigle LN N" = {a € N" : der(2?) = 0} = {a € N" : 2* € Ry} olarak elde
edilir. Ry = K kabiiliinden dolay1 2#® = 1 oldugundan a = 0 olarak elde edilir. Yani
LNN"= {0} olur.

Tersine, £L N N" = {0} olmak iizere Ry # K olsun. Dolayisiyla

LAN ={aeN :der(z?) =0} = {a e N : 22 € Ry} = {0}

oldugunu soyleyebiliriz. Ayni zamanda Ry # K kabuliinden dolay1 2 € Ry olmak iizere
der(z®) = 0 iken a # 0 olur. Fakat bu durum bize ¢eligki verir. Dolayisiyla kabuliimiiz
yanligtir. Yani Ry = K olmalidir.

(2) = (1) Her v € I igin boyx R, < oo = Bir v € I i¢in boyx R, < oo, oldugu
agiktir.

(3) = (2) Iddia: Ry = K = Her v € I i¢in boyx R, < o0.

Varsayalim ki Ry = K olsun. Amacimiz her v € I i¢in R,’lerin R, iizerinden sonlu
iiretildigini gostermek. Oncelikle d € T ve 22 € R, olarak alalim ve sabit bir a € N’
i¢in der(z®) = d olsun. Ly, = Cek[w; - - - w,] C Z" kafesinin bazim (burada kafes ifadesi
ile kasit sonlu tiretilmis bir sonlu iiretilmis serbest abel grubudur) vy, ..., v; elemanlar
olugturmak {izere, (a,1) ve (vy,0),...,(v1,0) vektorlerinin iirettigi kafesi £, C Z"!

olarak adlandiralim.
¢ 7 = 7T

(b,n) — der(b) — nd

(3)

doniigiimiini tanimlayalim. Doniigiimiin gekirdegi £, kafesidir. Gergekten, der(b) = nd
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<~ wib; + - +w.b. =nd

< wiby + - -+ + w,.b, = nder(z?)

— wiby + - +wby = n(aywy + - + a,w,)

<= der(b) = nder(a)

<= der(b—na)=0 <= b—nac Ly
olarak elde edilir. Aym1 zamanda L, kafesinin bazi vy, ..., v; elemanlar1 oldugundan
dolay1

b—na=cvy+- - +¢gv

olacak gekilde her ¢ € {1,...,1} i¢in ¢; € Z vardir. Buradan

b=na+c¢vy+--+agv

olarak yazabiliriz. Dolayisiyla yukaridaki esitlikten

(b,n) =n(a,1) + c¢1(v1,0) + - -+ + ¢;(v,0)

oldugu goriiliir. Ve (b,n) € L, olur. Yani Cek(¢)=L, elde edilir.
Simdi ise H ile L NN"™! yarigrubunun Hilbert Bazin1 tamimlayalim (Hilbert Bazi igin
Miller ve Sturmfels’in [23] kitabina bakilabilir). Ve

Hy,:={beN:(bn)eH}, Hi:={beN:(b1)ecH}

kiimelerini tanimlayalim. Burada H,, kiimesi derecesi nd olan vektorleri, H; kiimesi ise
derecesi d olan vektorleri icerir. Ayni zamanda bu kiimeler sonlu boyutludur.

Iddia: H; kiimesinin elemanlarina karsihik monomlar R,’yi, Ry = K iizerinden iire-
tir.

Simdi ise bu iddiay1 ispatlayalim. f € R, olmak iizere her ¢ € {0,...,k} i¢in ¢; € K
ve 2% € R, olacak sekilde f = c;2% + - -+ + ¢,a% olsun. Dolayisiyla
(b;,1) € Ly NN olur. Yani (b, 1), #'nin elemanlar1 tarafindan iiretilir. hy, ..., h,

H’nin sifirdan farkl elemanlar: olsun. Her i € {1,..., s} i¢in z; € N olmak tizere

(bi, 1) = Zlhl + -+ Zshs
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seklinde yazilir. Burada sifirdan farkl iki tane z; olamaz. Ciinki, (a,1),(b,1) € H
olmak tizere (a,1) + (b,1) = (c,2) olacagindan tek bir z; sifirdan farkhidir ve 1’e esit

olmalidir. Dolayisiyla her ¢ i¢in by € ‘H; olmak zorundadir. O]

3.2 Dereceli Idealler

Lemma 3.2.1. ' derece monoidi ve R = @@
i¢in Sy C R, ise S = P

Ler By dereceli bir halka olsun. Her v € T’

ver Oy tgin Sy = SN Ry saglanur.

Kamit. Oncelikle her v € T'igin S, C R, ve S, C S = @D, cr S, oldugundan dolay:
S, € R, NS kapsamasi saglanir. Tersine, f € S N R, olarak alalm. f € S = @ver S,
oldugundan f = @71 cr Jy. olacaktir. Ayni zamanda f € R, oldugundan f = f, olacak
sekilde f, € R, vardir. Bu iki durumu birlikte géz ontine alirsak f € S, olarak elde

ederiz. Dolayisiyla her v € I' igin R, NS C S, kapsamas1 saglanir. O]

Uyari. S altgrup ise SNR, C S oldugundan @, -(SNR,) C S olur. Buradan agagidaki
tanimdaki kapsamada diger yoniin her zaman var oldugunu séyleyebiliriz ve dolayisiyla

agsagidaki tanimda kapsama yerine esitlik de alinabilir.

Tamim 3.2.2. R =
SCD,r(SNR,) ise S C R alt grubuna dereceli alt grup denir.

er Ity derecel bir halka olmak tzere eger her v € I' igin

Onerme 3.2.3. S alt grubunun dereceli olmasi icin gerek ve yeter kosul f € S wve

f = fo+- -+ fa olmak izere her v € {0,...,d} igin f, € S durumunun saglanmasidur.

Kanat. Varsayalim ki S dereceli bir alt grup ve f = fo + -+ + fq olmak iizere f € S
olsun. Dolayisiyla yukaridaki tanim geregi S = @VeF(S N R,) oldugundan her ~ igin
e SNR, C S olur.

Tersine, varsayalm ki f = fo+---+ fg ve f € S iken her v € I' i¢in f, € S
durumu saglansin. Buradan herhangi bir f € S icin f, € S, € R, durumunu da

goz oniinde bulundurursak f, € SN R, olur. Bu yiizden f € @__(S N R,) olur ve

yel

S C @7GF(S N R,) kapsamasi saglanir. Diger yon icin, SN R, C S durumu her zaman
saglandigindan ve S alt grup oldugundan €. -(S N R,) C S kapsamas: da saglanir.
Boylece S = . (5N R,) olur. O

Onerme 3.2.4. R = D...r R, dereceli bir halka, S C R altgrup olmak iizere

vyel

S = @Wer S, altgrubunun ideal olmas: icin gerek ve yeter kosul her vi,v2 € T' icin

R, S,, € S, 4+ kapsamasinin saglanmasidor.
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Kanat. Varsayalim ki S = @VEF S, olmak iizere S ideal olsun. Ve 7,7, € I' olmak
tizere ., f, € R, S,, olarak alalim. S,, C S oldugundan ve S’nin ideal oldugunu da
goz oOniine alirsak 7, f,, € S olur. Ayn1 zamanda
Sy, € R,, oldugundan r., f,, € R, 1, olur. Dolayisiyla Lemma(3.2.1)’i de gbz éniinde
bulundurursak r., f,, € SN R, 44, = 55,4+, oldugunu elde ederiz.

Tersine, her 71,7, € I' icin R, S,, C 55,45, durumu saglansm. f € S ver € R

olarak alalim. Burada f = fo+---+ f4 ve r = rg + - - - + 1, olarak yazilsin.
rf=rofot - +rofat - +refot -+ refa

carpiminda sirasiyla rofg € So,...,r0fa € Say.- - Tefo € Sey... refa € Serq oldu-
gundan rf € @yer S, = § olacaktir. Dolayisiyla S'nin bir ideal oldugu gosterilmis
olur. -

Tanmim 3.2.5. I' derece monoidi ve R = @ R, dereceli bir halka olmak izere,

yel’

1. I =@, cr I, olmak izere her v € I' igin I, C R,
2. Her yi,v2 €' igin R 1, C I, 1,
kosullarine saglayan I ’ya dereceli ideal denir.

Sonug 3.2.6. R = R, dereceli bir halka olsun. I C R alt kiimesinin dereceli bir

verl

1deal olmast i¢in gerek ve yeter kosul I nin ideal ve dereceli bir altgrup olmasidar.

Kanit. Varsayalim ki [ ideal ve dereceli bir altgrup olsun. Dolayisiyla

I =@, (I N R,) durumu saglanir. Buradan I, = I N R, icin 1. kosul saglanir. Aym
zamanda I'nin ideal olmasindan dolay1 her v,v, € I' i¢in R, I,, C I, 4,, durumu
saglanir, ¢iinki R, 1,, € I N Ry 4y, = I, 4y, oldugundan 2. kosul saglanmis olur.
Tersine, varsayalim ki I dereceli bir ideal olsun. Dolayisiyla 2. koguldan her v;,v, € T’
i¢in R,,1,, C I, 4+, durumu saglanir. Ayrica 1. kosuldan Lemma(3.2.1) saglanir, yani

I, = INR, olur. Buradan I = @__(/ N R,) oldugundan I dereceli bir altgruptur. [

yerl’

Ornek 3.2.7. R = K|z, 22 halkasina standart derecelendirme ile birlikte diisiinelim.

I = (2% 2129, 23), R halkasian dereceli bir idealidir. Gergekten,

[0 — [1 — (O)
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2
I = {c1z] + oy 2 €1, ¢9 € R}
2 2 3 3.
Iy = {c1ximg + cowyx5 + 3] + €4y @ €1, Co, 3, ¢4 € R}

3 2.2 4 3 4
Iy = {c1z729 + coxixs + c3x] + cax1xy + 5y @ €1, o, C3,Cq, 05 € R}

I idealinin tipik bir elemanin
F=(fo+- -+ f)al+ (g0 + -+ g)wiws + (ho + - - + hy)a3
seklinde yazabiliriz. Burada
Fy = (for] + gor172) € Ry

Fy = (fia} + qrv1xy + hox3) € Ry

Fy = (fi—2x% + Gi—2T1T2 + hz‘—3l’§) € R;

vem = maks{d+2,e+2,k+3} olmak tizere F''yi F = Fy+-- -+ F;+-- -+ F,, homojen
bilesenlerine ayrilmas bicimde yazabiliriz. € I ise F = Fo + -+ F;, +--- 4+ F,
ifadesindeki her Fy € R; oldugundan Onerme(3.2.3)den I dereceli altgrup olur ve I
ideal oldugu i¢in Sonu¢(3.2.6) 'dan dolay: dereceli ideal olur.

Tanim 3.2.8. [ C K[zy,...,z,| ideali homojen polinomlar tarafindan dretiliyorsa I

1dealine homojen ideal denir.
Onerme 3.2.9. I,J C K[z, ..., x,] ideal olmak tzere asaqidaki kosullar saglanar.

1. I idealinin homojen ideal olmast i¢in gerek ve yeter kosul I’nin dereceli ideal

olmasaidar.

2. 1,J idealleri homojen idealler olsun. I + J, I N J,I1J,/I idealleri de homojen

vdeallerdir.
Kanat. 1. Varsayalim ki I homojen ideal olsun. Homojen idealin tanimindan dolay1 I
idealini, her 1 < i < m i¢in f;’ler homojen olmak iizere, I = (f1,..., fim) seklinde
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alabiliriz. Ve f € [ alalm. Buradan her 1 < ¢ < m i¢in ¢; € K[zy,...,x,]
olmak tizere f = ). g;f; olarak yazabiliriz. g; polinomu homojen olmak zorunda
olmadigindan homojen bilegenlerinin toplami olarak ¢; = Z%N(gi)7 seklinde

yazarsak f polinomun derecesi d olan boliimiinii d € N olmak tizere

Ja= Z (gi)wfi

der(f;)+y=d

seklinde yazabiliriz. Buradan (g;), f; € I oldugundan f; € I olur. Onerme(3.2.3)’den
dolay1 I dereceli altgrup ve Sonug(3.2.6)’dan dolay1 ise I dereceli ideal olur.

Tersine, I dereceli ideal ise Sonug(3.2.6)’dan dolay1 dereceli altgrup olur. I C
K[z, ..., z,] sonlu iiretildiginden dolay1 I = (F}, ..., F,,) olacak sekilde 1 <i <
m olmak iizere F; polinomlar1 vardir. Onerme(3.2.3)’den dolay1, F; polinomlarmi
F; =3 en(Fi), seklinde homojen bilegenlerinin toplamu olarak yazarsak (F;), €
I olacagindan [ idealini (F}), polinomlar: da iiretir. Dolayisiyla homojen ideal

tanimindan 7 ideali homojen idealdir.

. I ve J idealleri homojen idealler oldugundan homojen elemanlar tarafindan iire-

tilir. Gergekten I = (f1,..., fx) ve J = (g1, ..., g;) olmak iizere
I+J=(fi, - s fooi,--..q) ve IJ=(fig; : 1 <1<k, 1<j<I)

seklinde tanimh oldugundan I 4+ J ve IJ ideallerinin de homojen elemanlar ta-
rafindan tretildigi agiktir. f € INJ ve f = fo+ --- + f; olarak alirsak f hem
I hem de J idealinde oldugundan ve I, .J idealleri homojen elemanlar tarafindan

tiretildiginden her ¢ igin f; € I N J olur. Dolayisiyla I N J homojen idealdir.

Son olarak, v/I idealinin homojen oldugunu gosterelim. f € /T icin Onerme
(3.2.3)’nin saglandigim kontrol edelim. f polinomunu homojen bilegenlerinin top-
lami1 geklinde yani f = fo + --- + f; seklinde yazalim ve ¢ iizerinden tiimevarim
yapalm. i = 0 iken fy = f € V/I oldugu aciktir. Simdi i < d — 1 i¢in iddiamizin
dogru oldugunu kabul edelim. Yani g € v/T olmak {izere g = go + - - - + g4_1 iken

Go, - - 9a_1 € VI olsun. Buradan baz1 n € Nler icin

"= (fo+ -+ fa)" = [ + (derecesi daha diisiik olan terimler) € I
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olur. I homojen ideal oldugundan Onerme (3.2.3)’yi kullanirsak f7 € I olacagn-
dan f; € VT olarak elde ederiz. Dolayisiyla ¢ = f — fy = fo+- -+ fa1 € V1 ol-
dugu goriildiigiinden tiimevarim hipotezini goéz 6niinde bulundurursak 1. kogulun
saglandigini yani fo, ..., fau1 € VI oldugunu soyleriz. Dolayisiyla v/ homojen
idealdir.

O

Sonug 3.2.10. I C Klzy,...,z,] ideal olsun. I homojendir gerek ve yeter kogsul her
f=fo+t-+fa€lveheri=0,...,digin f; € I’'dr.

Kanst. I'nin homojen ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kogul I'nin dereceli ideal olma-
sidir. Buradan I dereceli bir altgruptur. Dolayisiyla her f = fo+ -+ + fq4 € I ve her
1=0,...,digin f; € I'dir. O]

Ornek 3.2.11. I = (22), J = (23, 25) idealleri K|z, 25| standart dereceli halkasimda

homojen ideallerdir.

Ornek 3.2.12. [ = (v12y — w324, 2% — 23, 2} — 2322, 624 + 21) ideali K[x1, 19, 13, 4]
standart dereceli polinom halkasinda homojen idealdir. Ancak, J = (23 + x1) homojen

ideal degildir; ¢iinki x1 & J.

3.3 Dereceli Modiiller

Bu alt boliimde R-modiilleri, dereceli R-modiilleri ve bu modiillerin temel 6zelliklerini

ele alacagiz.

Tanim 3.3.1. R bir halka olsun. M, + kil islems ile bir abelyan grup olmak tizere

CRXxM—M

(ry,m) —r-m

seklinde tanimlanan bir donisim var ve her m,my,mg € M ve r,r1,79 € R i¢in

asagidaki ozellikler saglanir ise M 'ye sol R-moddl denir.
1.r-(my+mg)=r-my+r-mm
2. (ri+mr) -m=ri-m+ry-m

3. (ry-r) -m=ry-(rg-m)
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4. 1-m=m
Simdi ise bazi sol R-modiil érnekleri verecegiz.
Ornek 3.3.2. 1. R dzerindeki her vektor uzayr bir R-modildir. Ozellikle R™ bir

R-modildiir. Benzer sekilde R herhangi bir halka olmak tizere R"™ 'nin R-modiil

oldugunu soyleyebiliriz.
2. Her ideal bir modiildiir.

3. M bir Abel grup olmak tizere her m € M i¢cin skaler ¢arpma islemini

m+---+m (nkez) eger n € N ise
nm=1+< ( eger n =0 ise
(—m)+---+(—m) (-nkez) ejer —n € N ise

seklinde tanimlayalim. M, bu islemle bir Z-modil olur.

4. R bir halka ve I, R halkasinan bir idealt olmak tizere bolim halkasina bir R-modiil
yapist verilebilir. R/1 bolim halkasinan toplamsal bir abelyan grup oldugunu bili-
yoruz. R halkasinin elemanlaryla R/I bolim halkasy tzerinde bir skaler ¢arpima

asagqidaki sekilde tanimlayalim.

R x (R/I) = R/I
(r,a+1)—ra+1

R/I dizerinden tanvmladigumiz standart toplama islemi ile birlikte bu skaler ¢ar-

pvm R/I dizerinde bir R-modil yapisi verir.

Tamim 3.3.3. (Dereceli Modil) R = @, . R, dereceli bir halka ve M, R-modiil ol-

yel’

sun. M 'nin altgruplariman bir { M, }er ailesi i¢in asagidaki durumlar saglanwyorsa M

modiline R tzerinde I'-derecelt modil denir.

1. M =@, M,
2. Her yi,v2 €1 i¢in Ry, M, C M, 1.,

Burada R., M., ifadesi asagidaki sekilde tanvmlanmaktadur.

Ry My, = {1y, my,, + -+ T Moyage * Trnas o5 Ty € By v€ My 5oy, € M.}
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Uyar:. Yukaridaki tanimdan yola ¢ikarak her v € T" i¢in M, 'nmin Ry-modiil oldugunu
soyleyebiliriz. Cilinkii RyM, C M, kapsamasi her v icin saglamir. Ayrica yukaridaki
tanimdan herhangi bir I'-dereceli R = @wer R, halkasimin kendisi izerinde bir I'-

dereceli modiil oldugu kolayca goriiliir.

Tanim 3.3.4. R, T'-dereceli bir halka ve I, R’nin dereceli bir ideali ise R/I modiilii de

derecelidir.

3.4 Hilbert Fonksiyonlar1 ve Serileri

Tanim 3.4.1. Onerme(3.1.8) deki kosullar saglayan R = K(zy, ..., x,] polinom hal-

kalarina pozitif dereceli halka denir.

Tanim 3.4.2. R = er R, pozitif dereceli bir halka olmak tizere R halkasinin Hilbert
fonksiyonu

HF(R,v) = boyk (R,)

seklinde tanimlanir. Benzer sekilde I = @, I, R halkasinin dereceli bir ideali olmak

vyel

tzere, I idealinin Hilbert fonksiyonu asagidaki sekilde tanimivdar.
HEF(I,~) = boyg (1)

Tanim 3.4.3. R = @ R, pozitif dereceli bir halka olmak tizere R halkasinin Hilbert

vyel

serist asagqidakis sekilde tanimivdar.

HS(R,t) =Y  HF(R,y)t"
yel’
Ornek 3.4.4. R = K[zy,...,x,] standart dereceli polinom halkasinmn Hilbert fonksi-

yonu asaqrdaki sekilde elde edilir.

HF(R,d) = (d+r—1)

r—1

Ornek 3.4.5. R = K[z] standart dereceli polinom halkasinin Hilbert serisini hesapla-
yalim. Buradan

R=KoKroKz’d...
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olarak yazabiliriz. Boylece bir onceki drnegi goz oniinde bulundurursak her d € T' icin

HF(R,d) = (g) = 1 olarak elde ederiz. Dolayiswyla Hilbert serisini

1
HS(R,t>:1+t—|—t2+...:m

olarak elde ederiz.

Benzer sekilde R = Klxy, x5] standart dereceli polinom halkasinin Hilbert fonksiyonu

HF(R,d) = (dJ{l) = d+ 1 oldugundan Hilbert serisini de

o0 o n , 1
dz:;d+1 (dz:%td+1 Zt = () =T

olarak elde ederiz.

Buradan R = Kz, xs, ..., x| standart dereceli polinom halkasinin Hilbert serisi

HS(R,t) =

Lty

seklinde bulunur.

Gergekten, (1 — )=~ i tiirevi

—r =)0 () = @)

olur. Hipotezden dolay = t)r T =y, (”;”22)25” oldugundan bu ifadenin tirevi
N (ntr— - d+r—1\ 4
T = d+1 t 5

" n! + oldugundan

ve (kq) = kD) (n—R)Ik—1)

olur. Ayni zamanda (7) = m

@ZR_TM(kil)

olur. Buradan

(d+r—1> _ (d+r—1>d+r—1+1—(r—1) _ (d”_l)d” (6)

r—1 r—2 r—1 r— 2 r—1
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olarak elde edilir. (4) ve (5) egitliklerinden

r—1 - d+r -1\,
t
(1—t)r Z ( r—2 )

=0

olur. Bu egitlikte (6) esitligini géz dninde bulundurursak

(1_1t)r:ifi—1<d:"i;1)td_z(di‘i—l)td ZHF(R d)td HS(R,t)

d=0
seklinde elde ederiz.

Teorem 3.4.6. R = P R, poizitif dereceli bir halka ve I = . I, dereceli bir

ideal olmak tzere R/1 bolim halkasinin Hilbert fonksiyonu asaqidaki sekilde verilir.
HF(R/I,v) = HF(R,~v) — HF(1,7)

Yukaridaki teorem ve Hilbert serisinin tanimi goz éniinde bulunduruldugunda asa-

gidaki sonug kolaylikla goriilebilir.

Sonug 3.4.7. R =@, . R, pozitif dereceli bir halka ve I = D r I, dereceli bir ideal

olmak tizere R/I bélim halkasinin Hilbert serisi asagqidaki sekilde verilir.
HS(R/I,t) = HS(R,t) — HS(I,t)

Teorem 3.4.8. [27, Serre] R dereceli bir K — cebiri ve M sonlu tretilmis dereceli bir

R-modiilii olsun. R’nin herhangi bir maksimal idealt m’yi alalvm.

1. Tek tirli belirli kuvazi-polinom P(M) vardwr oyle ki her d > 0 igin
HF(M,d) = P(M,d) saglanar.

2. der(HS(M,t)) = maks{d : HF(M,d) # P(M,d)}

Uyar. Varsayalim ki M sonlu iiretilmis dereceli R-modiil olsun. M nin Hilbert fonksi-
yonu,
F(M,d):7Z —7Z
HF(M,d) = boyx My
fonksiyonu ile tanimlansin. Serre’in yukaridaki teoreminden yola ¢ikarak sdyleyebiliriz

ki, bu fonksiyon kuvazi-polinomdur, bir bagka deyisle, en az bir pozitif g tamsayisi
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(periyot) ve Fy,...,P,—; polinomlar: vardir 6yle ki d > 0 i¢in d = i(modg) iken
HF(M,d) = P,(d) durumu gergeklesir.

Tanim 3.4.9. M, I'-dereceli bir R-modiili olmak tizere M 'nin Hilbert serisi rasyonel

fonksiyondur ve derecesine M 'nin a-degismezi denir.

3.5 Serbest Coziilim

Bu alt boliimde bir 6nceki boliimde tanim ve érneklerini vermis oldugumuz R-modiillerinin
homomorfizmalarinin tanim ve 6zelliklerini verip daha sonra tam dizileri, kompleks ve

zincir doniigtimleri ve serbest modiilleri ele alarak serbest ¢oziiliim konusunu anlataca-
g17.

Tanim 3.5.1. M ve N sol R-modiller olmak tizere M ’den N 'ye tanimly bir R-modiil
homomorfizmasy bir R-lineer dénisimiidiir. Dolayisiyla p: M — N lineer doniisimi

asaqidaki ozelliklerle ayni zamanda bir R-modil homomorfizmasidar.

p(my +ma) = p(ma) + p(ma),  p(my - ma) = p(ma) - p(me)

Ornek 3.5.2. 1. R vektor uzaylarinan R-lineer donigimleri bir R-modil homomor-

fizmalaridar.

2. Abel grup homomorfizmalary eger abel gruplart Z-modil olarak diistinilirse Z.-

modiil homomorfizmalaridur.

3. N herhangi bir sol R-modiil ve ny,...,n,, N’ nin elemanlar:, olmak “izere

¢: R — N
¢<(a17"-7ar)) =ang + -+ an,

seklinde tanimly ¢ doniisimi bir R-modil homomorfizmasidar.

Tanim 3.5.3. M bir sol R-modiil olsun. M nin bir altmodiilii olan N, skaler ¢arpma
islemi altinda kapaly bir altgruptur. Ve béliim modili olan M/N, asagidaki sekilde

tanimlanmas skalerle ¢arpma islems ile birlikte bir bolim grubudur.

R x (M/N) = M/N
(rrm+N)—=r(m+N)=rm+ N
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Tanim 3.5.4. p: M — N bir modil homomorfizmas: olsun.

p homomorfizmasinin ¢ekirdegi Cek(p) = {m € M : u(m) = 0} seklinde tanvmlidur
ve bir altmodildiir.

p homomorfizmasinan gorintisdy Gor(p) = {pu(m) : m € M} seklinde tanimlidar.
Benzer sekilde Gor(u) de bir altmodildiir.

p homomorfizmasinin es ¢ekirdegi bir bolim modilidir ve EsCek(i) = N/ Gor(p)

seklinde tanimlbidor.

Ornek 3.5.5.
O 17— 7

z— 2z

seklinde tanymly Z-modil homomorfizmasine distinelim. Bu homomorfizmamin ¢ekir-

degi, goriintisii ve es ¢ekirdegi asagdaki sekildedir.
Cek(¢) = 0, Gor(¢) = 2Z ve EsCek(¢) = Z/27

Tanim 3.5.6. (Tam Dizi) Her i i¢in f; ler R-homomorfizmalar olmak tizere

—>MZ_1£)MZ£>MZ+1—>

seklindeki R-homomorfizmalarinin dizisinde

Gor(fi—1) = Cek(f;)

durumu saglanwyorsa bu diziye M; modiilinde tam denir. Eger her i i¢in bu kosul

saglamyorsa bu diziye tam dizi denir.

Tanim 3.5.7. (Kisa Tam Dizi) R halka ve M, N ve P, R-modil olsun. R-modiil ve

R-homomorfizmalarimin asagidaki sekilde tanimly tam dizisine kisa tam dizi denir.
0O—+M-—=N-—=P—=0

Bir baska deyisle,
0oMLNL PO

seklindekr dizinin kisa tam dizi olmast i¢in asagidaki kosullar saglanmalidir.
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1. f bir monomorfizmadar.

2. g bir epimorfizmadar.

3. Gor(f) = Cek(g)

Ornek 3.5.8. Asagqida verilen dizi Z-modiillerin bir kisa tam dizisidir.
0-Z 32 7/22 -0

Oncelikle 2 ile ¢carpvm donisimini f ve Z — Z.)27 donigimini g ile gosterelim.
Gergekten, g’nin c¢ekirdegi 27 oldugundan g'nin c¢ekirdeginin f’nin gérintisine egit

oldugu kolayca gorilir. Dolapsiyla bu dizi kisa tam dizidir.

Tanim 3.5.9. R-modiil ve homomorfizmalarimn asagidaki formda tanimly ve her bir
1 1¢in A1 = 0 kosulunu saglayan diagramina R-modillerinin bir zincir kompleks:
denir.

A A A A
"'—>M_2—1>M_1—1—>M0—0>M1—1)M2—>...

Uyari. Benzer sekilde bir zincir kompleksinin tam olmasi i¢in de her ¢ igin
Gor(A;) = Cek(A;41) durumunu saglanmasi gereklidir.

Uyar:. Yukaridaki tanimda vermis oldugumuz A\ A1 = 0 ifadesi Gor();) C Cek(Ai11)

ifadesine denktir.

Tanim 3.5.10. C' bir zincir kompleksi olmak tizere bu kompleksin 1 ’'nci homoloji

grubu (ya da modiili) H;(C) = Cek(\i11)/ Gor(N\;) seklinde tanimlanar.

Dolayisiyla bir zincir kompleksinin tam olmasi i¢in Gor()\;) = Cek(\;11) esitliginin
saglanmasi gerektigi durumunu goz 6niinde bulundurdugumuzda homoloji tanimindan
o zincir kompleksinin homolojisinin 0 oldugunu elde ederiz. Yani bir zincir kompleksinin

tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her i igin H;(C') = 0’dur.

Ornek 3.5.11. R = K[z]/(2?) béliim halkasina diisiinelim. Asagidaki zincir kompleksi
tamdar ¢linki tiim homomorfizmalarin ¢ekirdekleri ve gorintileri () ’e esit oldugundan

birbirlerine esittir. Ve dolayisiyla bu kompleksin homologi gruplar: O dar.

-—R—-R—>=R-—>R— ...
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Tanim 3.5.12. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M 'nin asaqida verilen 6zellikleri

saglayan {e; 1 i € I} alt kiimesini diginelim.
1. {e; :i € I} alt kimesi M modilind dretir,

2. Her birm € M, heri € I i¢in r; € R olmak tizere m = Ziel rie; seklinde tek

tirlid yazilir. Ve burada sadece sonlu sayida r; sifirdan farkhdar.
Buradan M modiline {e; : i € I} tabana ile birlikte serbest modiil denir.

Ornek 3.5.13. 1. R izerindeki herhangi bir vektor uzay V bir serbest R-modiildiir.

2. R bir halka ve M = R"™ olmak tizere M,

61:(1,070,...,0)
62:(0,1,0,...,())

e, = (0,0,0,...,1)
standart tabanwyla birlikte bir serbest modiildir.

3. Bir Z-modili olan Z./2 modili serbest bir modil degildir. Ctinki bir tabana sahip
degildir. Gergekten bu modiiliin elemanlar: olan 1 ve 0 elemanlariny diisiiniirsek
1-0=0wvel-2=0 oldugundan dolayr bu modiilii iiretebilecek lineer bagimsiz bir

kiime bulmak imkansizdar.

Ornek 3.5.14. R = K[z, y] ve M, asagida verilen lineer denklemin tiim (x1, z9, x3) €

R3 ¢oziimlerini iceren bir kiime olsun.
X1+ (y° — 3)Xs + X5

Buradan M 'nin by = (0,1,3 — y?) ve by = (1,0, —x) tabanlarwyla birlikte bir serbest
modil oldugunu soyleyebiliriz. Gercekten, varsayalim ki (f1, f2, f3), bu denklemin bir

¢ozuimi olsun. Buradan

fi+ (W =3)fa+ f3=0

olur. Diizenlersek f3 = (3 —y?)f2 — xf1 olacagindan

(fi. fos f3) = (f1. fo. B =) fo — xf1) = f1(1,0,—x) + f2(0, 1, (3 = ¢?)) = fiba + foby
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olur. Yani, (f1, fa, f3) = fiba + faby esitligini elde ederiz. Ve boylece {by, by} kiimesinin
M i¢in bir trete¢ kiimesi oldugunu soyleyebiliriz. Son olarak by ve by 'nin lineer bagimsiz
oldugunu gosterirsek {by,ba} kiimesinin M i¢in bir taban oldugunu soéyleyebiliriz. Bu-
radan f,g € R olmak tizere fby+ gby = 0 esitliginin saglandigine kabul edelim. Buradan
(g9, f,3=9*)f —xg9) = (0,0,0) olacagindan f = g = 0 olmaldwr. Dolaysiyla {by,bs}
kiimesi M i¢in bir tabandiwr. Béylece M bir serbest moduildiir.

Tanmim 3.5.15. M, F = {fi,..., f;} kiimesi tarafindan tiretilen bir modiil olmak tizere,

F'nin syzygy modiili asagida verilen kiime olarak tanimlanar.

SyZ(F>:{(glavgr> eRr:flgl+"'+frgr:O}

Bu kiimenin elemanlar: syzygy olarak adlandurilor.

Ornek 3.5.16. R = K|z, y] polinom halkasina ve I = (22, xy,y*) € R idealini diisii-
nelim. I'mn f1 = 22, fo = xy ve f3 = y? tarafindan diretilen bir R-modiil oldujunu

kolayca soyleyebiliriz. Ve aynt zamanda
2 _ 2 __
y-zo—z-2y=0, y-ay—x-y =0

wliskilerinden yola ¢ikarak A matrisini olusturabiliriz.

Y 0
A= —T Y
0 —=x

Buradan [ A =0 oldugu gorilir. Ashnda bu iki iliski bize I ’'nan tim syzygylerini verir.

fiz? + foxy + f3y° = 0= 2(fiz + foy) = — f3y

Buradan y | f1 ve x| f3 olarak elde edilir. Eger fi = yf ve f3 = —xg dersek,

fory = —2®yf + xy’g = fo=—xf +yg

olur. Dolayisiyla

(f17f2;f3> = (yf7 —l’f + Y9, —ZEg) - f(y7 —.T,O) +g(07y7 —l’)
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olur. Béylece I 'min syzygyleri R? lin A matrisi tarafindan tretilen serbest alt modiiliinii

Verr.

Aynmi zamanda agagida verecegimiz kodlar1 Macaulay2 programinda kullanarak

bir idealin syzygylerini kolayca bulabiliriz.

il : R=QQ[x,y]
i2 : I=ideal(x~2,x*y,y"2)
i3 : M=gens I

i4 : syz M

Tanim 3.5.17. F = {fy,..., f.}, R"deki polinomlarin bir kiimesi olmak tzere yuka-

ridaki tanwm ile birlikte dusinildiginde

Syzo(F) == Syz(F) ve i > 1 i¢in Syz;(F) := Syz(Syzi_1(F))

seklinde tanimlanan Syz;(F') kimesini F 'nin i 'nci syzygy modili olarak adlandiracaguz.

Tanim 3.5.18. M, F' tarafindan tretilen bir R-modil olmak tizere Syz(F') modilinin
treteg kiimesi M modili i¢in bir sunumdur. Ayrica A, M modili i¢in bir sunum
matrisi olmak tzere bu matrisin situnlar Syz(F) modilinin treteglerinden olusur.

Sunum kavramina ac¢ikhk getirmek i¢in asagidaki formda bir tam diziyi disiinelim.

R R D M0

Bu tam dizide s ile Syz(F') modilinin trete¢ kiimesinin eleman sayisini, go dontisimi
ile M 'nin drete¢ matrisini ve g, dondsimi ile ise M ‘nin sunum matrisi olarak tanim-
ladigumiz A tarafindan verilen donisimi ifade edelim. Dolayisiyla bu tam dizi M 'nin

bir sunumudur.
Simdi ise 6zel bir sunum olan serbest ¢oziiliimii tanimlayacagiz.

Tanim 3.5.19. (Serbest (ozilim) M bir R-modil olsun. Asagida verilen kompleks

eger
1. Her bir i w¢in F;’ler serbest modiildir ve

2. Heri> 0 i¢in H;(C) =0 ve Hy(C) = M (Diger bir deyisle bu kompleks tamdur)
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kosullary saglyorsa bu komplekse M 'nin serbest ¢oziliimii denir.
Civiio s P S 2% o RS s M0

Burada eger en az bir | tamsayise var ve her ¢ > [ i¢in F; = 0 tken F; # 0 du-
rumu saglamyor ise bu ¢oziliime sonludur denir. Ve | uzunluklu serbest ¢oziliim olarak

adlandirilur.

Agagida verecegimiz Hilbert’in teoremi ile serbest ¢oziiliimiin en fazla ne kadar
uzunlukta olabilecegini soyleyebiliriz. Bu teoreme ge¢meden 6nce serbest ¢oziiliime bir
ornek verecegiz. Bu 6rnegi verirken Macaulay?2 adli programi kullanacagiz. Bir idealin

bir serbest ¢oziiliimiinii bulmak i¢in 6érnekte kullanacagimiz kodlar asagidaki sekildedir.

il : R=KK[x,y,z]
i2 : I=ideal(x"3,y"2,z)
i3 : rs=res I

i4 : rs.dd

Ornek 3.5.20. R = K[z, y, 2] polinom halkasy olmak iizere I = (2°,y?, 2) idealinin
serbest ¢ozilimini Macaulay2 programe yardimiyla yukarida verdigimiz kodlar ile

bulabiliriz. Buradan I idealinin serbest ¢ozilimi asagidaki sekildedir.

23 20
—? z 0 —a3
2 I [z y? x3]
0% R! R R » R— 0
2 2 0
Yukaridaki ¢rnekte [ idealinin syzgyleri Syz; = z 0 —zx3| matrisi ile ve-
0 z P
3
rilmistir. Diger syzygy modiilii ise Syz; = |—y?| olarak verilmistir. Burada Syz
z

matrisi 3 tane ve Syze matrisi 1 tane iiretece sahip oldugundan serbest ¢oziiliim

0— R'— R® = R® = R — 0 seklindedir.
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Teorem 3.5.21. [28, Theorem 2.1](Hilbert Syzygy Teorem) R = Klxy,...,x,]| bir
polinom halkast olmak tizere her sonlu tiretilmis R-modil, uzunlugu en fazla r olan bir

sonlu serbest ¢ozilime sahiptir.

3.6 Dereceli Serbest Coziiliim

Dereceli halkalar1 ve modiilleri daha 6nce tamimladigimiz i¢in bu boliime 6nce bir

onerme vererek baslayacagiz.

Onerme 3.6.1. M bir dereceli R-modiil ve a bir tam sayr olsun. M(a)g = Myiq

seklinde tanimly olmak tizere

M(a) = P M(a)q

d€Z

esitligini saglayan M (a), bir dereceli R-moduldir.

Kanat. M dereceli bir modiil oldugundan dolay1 M = er M., olur ve ayn1 zamanda
her bir 71,7 € I' igin R, M., C M, 4., durumu saglanir. Ve I' = Z olarak diisiiniir-
sek Myiqmin {M, : v € Z} kiimesinin bir eleman: oldugunu soyleyebiliriz. Bu yiizden
M, g, M(a)nmin toplamsal bir altgrubudur. Aym zamanda M dereceli bir modiil ol-
dugundan dolayr R, M, 4 C M, 444 durumu elde edilir. Dolayisiyla M (a) dereceli bir
modiildiir. O]

Buradan asagidaki tanimi verebiliriz.

Tanim 3.6.2. M dereceli bir modil olmak tizere her a € Z i¢in
M(a)d - Md+a

olmak tizere M(a) := @ o, M(a)q seklinde tanvmlanan dereceli modiile M 'nin a de-

recest kadar kaydirilmast denir.

Teorem 3.6.3. [28, Theorem 3.8](Dereceli Hilbert Syzygy Teorem) R = K|z, ..., x,]
dereceli bir polinom halkast olmak tizere her sonlu tretilmis dereceli R-modiil, uzunlugu

en fazla r olan sonlu uzunluklu bir dereceli serbest ¢oziliime sahiptir.

Ornek 3.6.4. R = K[zy, 9, 3] polinom halkasine w = (3,4,5) derecelendirmesi ile

birlikte distinelim. Aymi zamanda R w-dereceli halkasinin bir I idealini alalim.
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I = (25— z3,21° — 28) olsun. I idealinin iireteclerini siraswla f1, fo olarak adlandura-

lim. Yani, fi = x5 — x5 ve fo = 1 — 25 olsun. Dolayisiyla bu iireteglerin derecelerini

derr(f1) = 20 wve derg(fs) = 30 olarak elde ederiz. Oncelikle bu idealin serbest ¢oziili-

mind verelim. Daha sonra dereceli serbest ¢ozilimiini verecegiz.

—f

0— R N R? [fl f2]\

g—g+1

R

y R/T =0

Simdi ise I idealinin dereceli serbest ¢ozulimiini verecegiz. Yukardaki ¢ozilimde
[f1 fz} carpma donisiumini ¢, olarak adlandirirsak, ¢, doniisimi asagidaki sekilde

tanimbidar.
¢1 . R2 — R

(a,b) = (afi +bf2)
Bu déoniistiimiin dereceyt korumast i¢in derecesi 0 olan elemanlar:y derecesi sifir olanlara
gotirmesi gerektiginden, dergr(afi) = der(a) + 20 = 0 ve derg(bfy) = der(b) + 30 = 0
olur. Boylece derg(a) = —20 ve derr(b) = —30 olarak elde ederiz. Yani, a € R(—20)
ve b € R(—30)¢ olmalidur.

Aynr zamanda 2| matrisi ile carpma donisimini ¢o olarak adlandirirsak, ¢
fi

donustimi asagqidaks sekilde tanimivdar.

¢2 R — R?
c — (= fac, fic)

Bu déndigiimiin de dereceyi korumasu gerektiginden, derr(— fac) = der(c)+30 = —20 ve
dergr(fic) = der(c)+20 = —30 olur. Béylece derg(c) = —50 ve dolayisiyla ¢ € R(—50)0

olmalidir. Dolansiyla I idealinin dereceli serbest ¢ozultima asagidaki sekilde verilir.

—f2

i AR
0 — R(—50) — R(—20)& (-30) ——— R— R/I — 0

41



3.7 Hilbert Serileri ve Serbest Coziiliim ligkisi

Bu boliimde Hilbert Serileri ve Serbet Coziiliimler arasindaki iligkiyi 6rneklerle birlikte

ele alarak ilgili teoremleri verecegiz.

Teorem 3.7.1. [28, Chapter 6,Theorem 4.4] R = Klxy,...,x,| ve M dereceli bir
R-modiil olmak tizere M modilinin herhangi bir dereceli serbest ¢ozilimi asagidaki
sekilde verilsin.

0—=Fy,—=Fp1—-—F—=>F—=>M=0

M modiilinin Hilbert fonksiyonu asagidaki sekilde verilir.

k k

HF(M,d) = boygMa =Y (=1 boyg(Fj)a = Y _(=1)’ HF(F;, d)
j=1 j=1
Kamt. Ispat1 icin [28, Proof of Theorem 4.4]'e bakilabilir. ]

Uyari. Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak M modiiliintin Hilbert serisi de asagidaki

sekilde verilir.

HS(M,t) =) (~1)HS(F},1)

j=1
Ornek 3.7.2. Yukarida ele aldigumiz Ornek(3.6.4) % tekrardan géz oniinde bulundura-

lim. Oncelikle bu érnek icin dereceli serbest ¢oziliimi asaqidaki sekilde elde ettigimizi

hatirlatalim.

—f2

I AR
0 — R(—50) — R(—20)® (-30) ——— > R— R/I=M — 0

Yukarida vermis oldugumuz Teorem(3.7.1) in sonucundan dolays
k
HS(M,t) =Y (-1)HS(F} 1)

J=1

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

HS(M,t) = HS(R,t) — HS(R(—20),) — HS(R(—30),¢) + HS(R(—50),t)
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olarak elde ederiz. Ayni zamanda HS(R(—a),t) = t*HS(R,t) oldugundan

HS(M,t) = HS(R,t) —t*HS(R,t) — t**"HS(R,t) + t"°HS(R, 1)

olur. Yukaridaki esitlikte HS(R,t) = ) oldugunu 9oz ontinde bulundurur-

1
(1—t3)(1—t*)(1—tP

sak R/I bolim halkasinan Hilbert serisini asaqidaki sekilde elde ederiz.

1— t20 - t30 + t50
(1=83)(1—=tH(1 —t°)

HS(R/I,t) =

Onerme 3.7.3. R = K[zy,...,z.], w = (wy,...,w,) derecelendirmesi ile birlikte de-

receli bir polinom halkast ve her 1 < i <k icin d; € Z,c; € N olmak 1izere

F, = P R(~dy)
j=1
modilinin Hilbert serisi asagidaki sekilde verilir.

tdiv .. pdic
[[im, (1 —t)

HS(F, 1) =

Sonug 3.7.4. Eger Teorem(3.7.1) ile Onerme(3.7.3) i birlikte disiiniirsek
HS(M,t) = SF (=1 HS(F;,t) ve p(t) = S5 (=1)i(t% + .- 4 %) olmak iizere

asaqrdakt sonucu elde ederiz.

p(t)
HS(M,t) = = -
Hi:1 (1 —twi)
Tanim 3.7.5. R = K[z, ..., x,] polinom halkasi ve M sonlu tretilmis pozitif dereceli

bir R-modiil olmak tizere M 'nin dereceli serbest ¢ozilimint goz éniinde bulunduralim.

Her 1 <1<k icind; € Z ve c; € N olmak tizere

F; = P R(~dy)
j=1

modilindeki c; saypsina M ’nin i’inct Betti sayist denir. Ve her 1 < ¢ < k i¢in
¢; = Bi(M) ile gosterelim. Ayrica d;j = d olan j’lerin saypsina ise M ’nin dereceli

Betti sayist denir ve 5; 4(M) ile gosterilir.
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Ornek 3.7.6. Benzer sekilde asaqudaki serbest ¢ozilimii goz onine alalim.
0— R(-15) = R(-5)?® (-10) = R— R/I =M — 0

Burada M 'nin tiim Betti sayilary Bo(M) =1, f1(M) = p15(M)+ B110(M) =2+1=3
ve Bo(M) = Pa15(M) = 1 seklindedir. Burada By 5, B110 ve Paqs sayilar dereceli Betti

sayrlaridar.

Simdi Betti Sayilar1 ve Hilbert Serileri arasindaki iligkiyi gésteren bir énerme vere-

cegiz.

Onerme 3.7.7. R = K[y, ..., z,], Dw-dereceli bir polinom halkasi ve M dereceli bir
R-modiil olmak tizere M 'nin Hilbert serisinin Betti sayilary ile birlikte asagidaki sekilde

verilir.

k
HS(M:Y) = > 2 (1) Biat”

Uyari. R, w-dereceli bir polinom halkasi iken bu halkanin herhangi bir / ideali igin
R/I bolim halkasimin Hilbert serisini agagida verecegimiz komutlar1 Macaulay2 [29]
programinda kullanarak kolayca hesaplayabiliriz. Asagidaki komutlarda 6zel olarak Fq;
sonlu cismi tizerindeki w = (3,4, 5) dereceli polinom halkasinin I = (zy, xex3) ideali

dikkate alinmistir.

il : g=11;
i2 : F=ZZ/q;
i3 : W = {3,4,5}

i4 : R=ZZ[x_1..x_(#W), Degrees=>W]

o4 = R

o4 : PolynomialRing

i5 : I=ideal(x_1,x_2%x_3)
i6 : Q=R/I

o6 = Q

06 : QuotientRing

i7 : hilbertSeries Q
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4 AGIRLIKLI PROJEKTIF UZAY

4.1 Temel Tammlar, Ozellikler ve Ornekler
Tanim 4.1.1. Her i i¢in w; € N olmak tzere w = (wy, ..., w,) olsun. K* grubunun
A"\ {0} kiimesi dzerindeki etkisini her A € K* igin
AMzy,.yxe) = (A, . A a,)
seklinde tanimlayalim. Burada w = (w1, ..., w,) "t agirlik olarak adlandiracagiz.

P(wy, ..., wy) = (A"\ {0})/K"

seklinde taniymlanan denklik siniflarinin bir kimesine agwrlikly projektif uzay denir.
Yani agirlikly projektif uzayin noktalar: yukarida tanimladigimaz denklik sinaiflaridar.

Agqurhikly projektif uzayr tez boyunca Py, kisaltmast ile gosterecegiz.

Uyar. Yukaridaki tamimdan agirlikli projektif uzayimn noktalar: birer denklik sinifi ol-

dugundan [z : - - : z,] € Py, noktas1 agagidaki sekilde tanimhidir.
(2] ={(2),...,x) : AEK veher i =1,...,7 i¢in ; = Az, }

Ornek 4.1.2. Py, = P(2,3,7) agurlkl projektif wzayima goz oniine alalvm. Burada ta-
mmdan da anlasilacage gibi w = (2,3,7) agurbktir. P(2,3,7) uzayinin herhangi bir
noktas:

[.Tl X9 l’g] = )\(2’3’7)<$1,£C2,I3) = ()\2512'1, )\3$2, )\71’3)

seklindedir.
Ozel olarak [1: 2 : 3] ve A = 3 alwrsak, [1:2:3] = (32,3%2,373) = (9, 54, 6561) elde

ederiz.

Agirhikh projektif uzaym temel 6zelliklerini Lemma(4.1.3) ve Onerme(4.1.4) ile ve-

recegiz.

Lemma 4.1.3. [30, Lemma 3A.3] ¢ sayisi pozitif bir tam sayr olmak tzere agurlikly
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projektif uzaylarda asagidaki izomorfluk vardar.
P(wy, ..., w,) =2 Plcwy,...,cw,)

Onerme 4.1.4. /30, Proposition 3C.5] Her i = 1,...,r i¢in ¢;’ler pozitif tam say
ve ¢; = ekok(ebob(wy, ..., wi_1,Wit1,...,w,.)) olmak tzere agurlikly projektif uzaylarda

asagqidaki izomorfluk vardur.

P(wl,...,wr)’é]ID(ﬂ,...,&)

C1 Cr

Ornek 4.1.5. Yukarida verdigimiz Lemma(4.1.3) ve Onerme(4.1.4) e érnek olarak asa-

qudakr agurhikly projektif uzaylary distinebiliriz.
P(4,10,25) 2 P(4,2,5) = P(2,1,5)
Uyari. Tez boyunca i = 1,...,r olmak iizere (a;) € N" vektorii igin a kisaltmasini ve

dolayisiyla {* - - - % monomu i¢in 2 kisaltmasini kullanacagiz.

Tanim 4.1.6. Her bir monomun agirhgi w = (wy, ..., w,) olmak tzere K[y, ..., x,]
halkasina w-agirlikls polinom halkast denir. Burada her bir monomun agirligin:

derecesi gibi distinebiliriz. Yani agirlikly polinom halkasinda her bir monom igin

T T
der(H e Z wW;a;
i=1 i=1

durumu saglanar.

Tanim 4.1.7. w = (wy,...,w,) agurlik olmak dzere K|xy, ..., x| w-agurlikl polinom

halkasy ve f € Klxy, ..., x| olsun. Eger
s r d(-i)
f = Z CZ(H .’L'jj )
=1 j=1

olacak sekilde ¢; € K ve s € N varsa ve her 1 < i < r icin 25:1 wjdj(i) = d durumu

saglamyorsa, f polinomuna d dereceli w-agirlikls homojen polinom denir.

Uyari. Eger f polinomu d dereceli w-agirlikli homojen bir polinom ise yukaridaki tanim
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g6z Onilinde bulunduruldugunda herhangi bir A € K* icin
FOWzy, o X2 = N (2,0, x)

esitligi saglanir.

Uyari. Eger w = (1,...,1) olarak alirsak P(1,...,1) = P" oldugu agik¢a goriiliir. Yani

projektif uzay, agirlikli projektif uzayin érnegi olarak diisiiniilebilir.

4.2 Projektif Uzay

Tamim 4.2.1. A" afin uzay géz oniine alalim. A™" wzayindaki orjinden gecen tiim
dogrularin kimesine (r-boyutlu) projektif uzay denir. P"(K) ile veya sadece P" ile
gosterilir.

Aymi zamanda, her X € K* i¢in (xq,...,2,41) ~ (Axq, ..., A\x,q1) kosulu saglanmak
tizere projektif uzays P* = (A" \ {0})/K* seklinde tanimlayabiliriz. Baska bir deyisle
AT\ {0} wzayr dzerindeki iki nokta ejer denkse bu iki nokta orjinden gegen ayni dogru
tzerindedirler. Bir (xy,...,z,y1) noktasinin denklik sinif [xy : - - @ x.4q] ile gosterilir.

Yani, projektif uzay

P (K) = {[z1: - :zpp1] : (21,...,2041) € A"\ {0}}

seklinde denklik sinaiflariman bir kimesi bicimindedir. Projektif uzayin elemanlarina da

nokta denir.

Uyari. P" projektif uzaymi A™ afin uzayinin birbirleriyle kesigen (¢akisan) r + 1 kopyasi
olarak da diigiinebiliriz. Gergekten, [xy,...,2,41] noktasi afin koordinatlar cinsinden

asagidaki gekilde yazabiliriz.

T 1 - . Tr41
[.fCl,...,iET+1]— — ...
Z; T

Ornek 4.2.2. P? projektif uzayina ve herhangi bir (1 @ @9 @ x3] noktasine alalum.

ﬂ:ﬁ} eEPia #0} 2 {[1:u:v]:u,v €K} = {(u,v) 1 u,v € K} = A®

Ty I

U = {1
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Benzer sekilde,

T1 x3

szz{[xlix%iﬁs]EPQIZBQ#O}:{—:1:— E]P’Q:xg#O}
L T2 L2 |
2 _1'1 T2 1 )
Uy ={[z1 120 w5 € PP rag £0} = {| = : = : 1| € P*: 13 # 0}
T3 X3 |

yazabiliriz.
Ornek 4.2.3. Asagidaki durumlar yukarida verdigimiz uyarya érnek olarak digtine-
biliriz.

1. PO projektif uzay bir tek noktadar.

2. P =PV U A projektif uzayr projektif dogru olarak ifade edilebilir.

3. P? = P U A? projektif uzayr projektif diizlem olarak ifade edilebilir.

Tanim 4.2.4. Her a = (a1,...,a,11) € N icin ¢, € K sifirdan farkl bir katsay
ve x® = zi' - ar ! olmak dzere f =Y, cax® polinomunda Y a; = d € N kogulu

saglamyorsa bu f polinomuna derecesi d olan bir homojen polinom denir.

Ornek 4.2.5. f(xy, 29, 23,24, T5) = 22 + 212005 — dzq222? + 522 — 2322 polinomu
) s 435 y 5 1 4 3%5 5 1+3

derecesi 5 olan homojen bir polinomdur.

. b i i L.

Ornek 4.2.6. 72 — P = 2% ... g%+ — 2% o 2% binomununun homojen olmasy icin

1 r—+1 1 r—+1

gerek ve yeter kosul Z::ll a; = Z::ll b; esitliginin saglanmasidar.

Uyari. Projektif uzayimn noktalari birer denklik sinifi oldugundan dolay1 homojen bile
olsa bir polinomun bir noktadaki degeri tek tiirlii belirlenemez. Ornegin f(zy,zs) =
7179 — 23 homojen polinomunu diigiiniirsek f(Auy, Mug) = Nujus — Nui = N2 (uyuy —
u3) elde edilir. Ancak homojen polinomlarla galigirsak en azindan bu degerin 0 olup

olmamasi denklik sinifinin temsilcisinden bagimsizdir. Ciinki A sifir degildir.

Tanim 4.2.7. S C K[zy,...,2,11] homojen polinomlar ailesi olmak tizere,
Ve(S)={P P : her f €S i¢in f(P)=0}

kiimesine homojen polinomlar tarafindan belirlenen projektif cesitlem denir.
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5 AGIRLIKLI PROJEKTIF SIMITIN ALTGRUPLARI

5.1 Parametrik Altgruplar
Tanim 5.1.1. Asagidaki sekilde tamimlanan Ty, C Py, kimesine agirliklys projektif
stmat denir.

Tw=T(wy,...,w,) :={[t1:--:t;] €EPy: heri=1,...,r i¢int; # 0}

Ayrica Ty, simitinin eleman sayist asagidaki sekilde verilir.

(D) _ 1
=Ty @

|TW| -

' ()"
K-

Tanmm 5.1.2. A = (a;;) girdileri tam sayr olan bir s X r matris olmak tzere
TW,A - {[tal Lol tar] 1t = (tl, Ce ,ts) S (K*)s}

seklinde tanimlanan kimeye A’ya tlistirilen agirlikly projektif simat denir.

Ornek 5.1.3.
1 2 3

3 4 5

vew = (3,4,5) olmak tzere, P(3,4,5) agirlikl projektif uzayinda A matrisine ilistirilen
agqirhikl projektif simit

Twa = {[t1ts : ity : £585] 1 1,2 € K*}

seklinde tanimlanar.

Ornek 5.1.4. F3 sonlu cismi i¢in Ty 4 = {[1 : 1 : 1]} oldugundan agurlikl projektif
simitin eleman sayist |Tyw 4| = 1 olur. Fs sonlu cismi i¢in ise
Twa={[1:1:1],[2:4:3]} oldugundan |Tw | = 2 olur. Son olarak F7 sonlu cismi
igin Ty a={[1:1:1],[2:4:1],[3:2:6]} oldugundan |Tw 4| = 3 olarak elde edilir.

5.2 Sifirlayan Idealler

Bu boéliimde Ty, ve Ty 4 simitli kiimelerinin sifirlayan ideallerini ele alacagiz.
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Tamim 5.2.1. a,b € N" olmak dizere v® — 2P bicimindeki binomlar tarafindan tretilen

herhangi bir I C K|z, ..., z,| idealine binom ideal denir.

Tanim 5.2.2. L C Z" kafesinden kasit bir n € N i¢in Z" ye izomorf bir grup olmak
luzere,

Ip:=(z*—2P:abeN icina—becL)CKry,..., z]
seklinde tanimlanan ideale kafes ideal(latis ideal) denir.

Uyari. Her 1 <14 < r igin der(z;) = w; derecelendirilmesiyle birlikte K[z, ..., x,] hal-
kasini Py, agirlikh projektif uzaymin koordinat halkasi olarak alahm. w = (wy, ..., w,)
ve a,b € N” olmak iizere 22 — 2P binomunun homojen olmasi icin gerek ve yeter
kosul (a — b,w) = 0 olmasidir. Burada (.) standart i¢ ¢arpimdir. Gergekten, her
1 < i < rigin der(x;) = w; oldugundan, der(z?) = ajder(x;) + agder(xs) + -+ +
ayder(x,) = ajwy + agwy + -+ + a,w, = w(a) olarak yazabiliriz. Benzer gekilde
der(zP) = bjw; + boywy + - - - + byw, = w(b) olur. Bu yiizden eger 22 — 2® homojen ise
der(z?) = der(zP) olacagindan w(a) = w(b) olmahdir. Buradan da w(a —b) = 0 elde

edilir. Bu da (a — b, w) = 0 kogulunun saglandigin1 gosterir.

Tanim 5.2.3. Y C Py, olmak tzere Y kiimesi tizerinde sifirlanan tim homojen poli-
nomlar tarafindan iretilen, K[z, ..., x,] halkasinin idealine Y 'nin ssfarlayan ideali
denir ve 1(Y) ile gosterilir. Ozel olarak Ty, kiimesinin siferlayan idealini ise I(Ty,) ile

gosterecegiz.

Teorem 5.2.4. [13/K =, sonlu cismi tzerinde K[z1, ...,z ve K[z1, ..., 20, y1,. .., Yy, 2]

polinom halkalariny géz oniinde bulunduralim.
I(TW) - <{‘TZ - Zwiyi};:p {ygil - 1}::1> N K[mla LR 7:1;7"]

ve I(Tyw) bir binom idealdir.

Kamt. [13, Proof of Lemma 2.6.] Oncelikle J = ({z; — 2%y}, {y? " —1}_,) N
K[zq,...,z,] olarak alalim. Amacimiz [(Ty) = J oldugunu gostermektir. f € I(Ty)

alalim.

S
f=) o
j=1
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olmak {iizere burada «a; € K,v; € N° ve f, derecesi d olan homojen bir polinom olsun.

a=(ay,...,a,) € N" olarak alalim. Buradan,
e =l al = (1 — e oy )M (e — Y2 )

Diizenledigimizde ise,
=Y (i — 42" )gai + 2y

Burada her i = 1,...,7 i¢in ga; € Kz, ..., 20,41, ..., Y, 2] ve d = >, a;w; seklin-
dedir. f polinomu derecesi d olan bir polinom oldugundan bu toplam {izerinde a ile

v; 'nin yerini degigtirebiliriz. Dolayisiyla,

s

_ E v;

f_ Oéj.fl'/'],
Jj=1

f= Z Z@Z — Yi2"") Gu, it + Z ozjy”.fzd
=1 j=1 st
ngj,zoz], d= sz]wl

=1 j=1

olmak fizere,
f= Z(% — iz )gi + 2 Z oy
i=1 j=1

Z;Zl ajy¥ polinomunu {y¢' —1}7_, € K[y, ..., y,] kiimesine bélersek,

g'nin derecesi ¢ — 1’den kesin kii¢iik olmak tizere 3h;, g € Klyi, ..., y,] vardir 6yle ki,

F=>wi—y g@+zdz Dhi + 2% (7)

Oncelikle g'nin sifir oldugunu gésterelim. Bunun igin g(t1,. . .,t,) = 0 oldugunu goster-
meliyiz. Clinkt her (¢4, ...,t.) € (K*)"igin g(¢4, . .., t,) = 0 olmak iizere Lemma(2.5.2)’yi
g6z ontinde bulundurursak g = 0 olur. (¢,...,%,) € (K*)" noktas1 Ty, 'nin bir noktasi
oldugundan ve f € I(Ty,) oldugundan f(t¢q,...,t.) = 0 oldugunu sdyleyebiliriz. Aym

zamanda (7) esitliginde z; = y; = t; ve z = 1 olarak alirsak,

f:Z(ti gz+th1 Dhi+g
i=1
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T

0=f(ti,....t) = Y (7" = Dhi+g(tr,... 1)

i=1
Fermat'n Kiiciik Teoreminden ¢/~ = 1(modq) oldugunu bildigimiz icin g(t, ..., t,) =
0 olarak elde ederiz. Dolayisiyla buradan g = 0 olur. Bu durumu f polinomunda g6z

ontine alirsak

f= Z(% — 42" g + 21 Z(y;}_l — Dh;
=1 i=1

olur. Yani, f € ({z; — 2%y }_, {y " —1}_) N K[zy,...,2,] oldugunu gostermis ol-
duk. Tersine,

P'nin homojen bir binom oldugunu ve

J C I(Ty) oldugunu gorelim. Amacimiz 2 — z
I(Ty)’in icine diistiigiinii gostermektir. a,b € N" olmak iizere 2 — 2P € J alahm.

Dolaysiyla, ¢;, h; € K[zq,..., 2,41, ..,Yr, 2] olmak {izere

T

22— 2P = Z(:c@ —y;2")g; + Z(yffl —1)h; (8)
=1

=1

b

x® — x”’nin homojen oldugunu gostermek igin (8) esitliginde y; = 1 ve x; = 2" olarak

alirsak,

r* — 2P = Z(zwi —z“’i)gi—i—Z(l —Dhi=0 = 2 -2 =0

i=1 =1

a b ajwi

2 —x° =2z arwr _ pbwr o brwe

.2

= MWL | W — hier b e — ) biws
— E a;w; = E bw; = der(z?) = der(asb)

Buradan da 22 — 2P homojen oldugunu elde etmis oluruz. Ayni zamanda bu ideal binom
idealdir. Ciinkii Grébner baz teorisinden bir binom ideal ve polinom halkasinin kesigimi
de binom idealdir. Dolasiyla J bir binom idealdir. Son olarak x®—xz®nin I(Ty,) iizerinde
oldugunu gosterirsek ispat1 tamamlamis olacagiz. Keyfi (t1,...,t.) € Ty noktasi i¢in
2® — P = 3 (2 — i) g + S (Y = 1)hy esitliginde z; = y; = t; ve 2 = 1

alirsak,
T T

2 —aP = (ti—ti)gi + Z(tg—l —1)h, (9)

i=1
Dolayisiyla f := 2* — 2P ve P = (t1,...,t,) € T, olarak alirsak (9) esitliginden
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f(P) = 0 olur. Buradan da f € I(Ty) oldugunu elde etmisg oluruz.Yani, J C I(Ty)
oldugunu elde etmis olduk. O]

Uyari. Asagidaki Teorem(5.2.5), |6, Theorem 2.1/'de w = (1,...,1) durumu igin veril-

migtir.

Teorem 5.2.5. [17, Theorem 2.3] A = (a;;) girdileri tam sayr olan bir s X r matris,
K = F, sonlu bir cisim, R = Klzy,...,2,y1,...,Ys, 2] ve S = K[zy,...,2,] olmak
lizere

I(Tw,a) = ({zi —y"2" Y U{y! " — 1} NS

Kamit. [17, Proof Theorem 2.3] Oncelikle J = ({z; —y% 2% }U{y? " —1}) olarak alalim
ve I(Tw 4) = J NS oldugunu gosterelim. f € I(Ty, 4) olmak iizere d dereceli homojen
f polinomunu alalim. Buradan d = 77, wju,; olmak iizere f = Zle = ¢;x" geklinde

yazabiliriz. Aym zamanda 1 <i <7 ve 1 < 7 < s olmak tizere

x?z] — [(xz _ yaizwi) + yaizwi]uij
seklinde yazabiliriz. Diizenlersek, her ¢ i¢in g;1, ..., ¢;» € R olmak iizere
T — Z(IJ — yajzwj)gij + (yajzwj)ui _ Z(IJ . yajzw]-)gij 4 yajuizd
j:1 j:1

olarak elde ederiz. Buradan g; = Zle c;gi; ve F'= f(y™,...,y*) olmak {izere

k r k r
f= Zczx“ = Zgj(xj — Yyt + deCi(y“j“i) = Zgj(xj — Y42 + 2F
i=1 Jj=1 i=1 j=1

olarak elde ederiz. K[yy,...,ys| halkasinda F' = f(y*,...,y" ) polinomunu
{ygfl —1}5_, kiimesine bélersek, H;,r € K[y, ..., ys| ve 7'nin derecesi ¢ — 1den kiiciik
olmak iizere

F= 3 gl =y £ 23 D H, 4 2 (10)
i=1 =1

olarak elde ederiz. f € I(Ty 4) oldugundan ti, ..., t; € K* olmak tizere
f(ty, ... t) = 0’dir. Yukaridaki (10) esitliginde her 7 icin 2; = t% olarak alirsak g; =
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g;(t™ ..t Y1, ..., s, 2) olmak lizere
0= f(t1,...,ts) = i:gi,(t‘“ — Yyt + zdi(yg_l — 1)H; + 2% (11)
i=1 i=1
olarak elde edilir. (11) esitliginde her 7 i¢in t; = y; ve z = 1 olarak alirsak
0=r(ty,...,ts)

olur. Buradan ise r'nin derecesi ¢ — 1’den kiigiik oldugundan ve (K*)® iizerinde sifir-
landigindan r = 0 olarak elde ederiz. Dolayisiyla f € J N .S oldugu goriliir. Tersine,
f € Jn S olarak alirsak, gq,..., g, h1,...,hs € R olmak {izere

F= giwi—y™ ")+ Y hi(yi™ = )i (12)
i=1 i=1

seklinde yazabiliriz. P = [t* : --- : t%] € Ty 4 noktasmi alahm. (12) esitliginde z = 1
ve z; = t% olarak alirsak g; = g;(t%, ..., 1%, Y1, ..., Ys, 2) Ve by = hy(1%, .. 1% 1, ... Ys, 2)

olmak tlizere

FOO ) =g () Y k(- 1)
i=1 =1
elde ederiz. Bu esitlikte her 7 igin ¢; = y; olarak alirsak f(P) = 0 olarak elde ederiz.
Dolayisiyla f, Ty, 4 lizerinde sifirlanir. Yani f € I(Ty 4) oldugu goriiliir. O]

Uyari. w = [wy - - - w,|, s X r’lik herhangi bir matris olsun. Tez boyunca L, notasyonu
ile w matrisinin ¢ekirdegindeki tamsay1 vektorlerinin kafesini gosterecegiz. Yani,

Ly, = Cek(w) NZ" olarak alacagz.
Teorem 5.2.6. Z" 'nin L = (¢ — 1)Ly alt kafesi i¢in [(Ty) = Iz olur.

Kamt. Bu esitligi gostermek igin 6nce [(Ty,) C I igermesini gosterecegiz. a,b € N”
olmak iizere z* — z° € Kl[zy,...,7,], Ty iizerinde sifirlanan homojen binom olsun.
i €{1,...,r} sabit ve a, K*mn bir iireteci olsun. (1,...,1,a,1,...,1) € T, noktasim

alalim. Burada o, i-nci konumda olsun. 22 — 2P binomunu bu noktada gz éniine alirsak,

a;
b;

a%—a¥ =0 = a% =" —

—=1 % =1 <= a;—b; =0 (mod ¢-1)
(07344
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Herhangi bir ¢ € {1,...,r} igin a — b € (¢ — 1)N" olarak elde ederiz. Ayn1 zamanda

a

2 — 2P homojen binom oldugundan dolay1 (a — b, w) = 0 oldugunu biliyoruz. Béylece

her iki durumdan dolay1 kafesin de tanimi géz Oniine alindiginda a — b € L olur.

Buradan I(Ty) = I oldugunu kamtlamig oluruz. O
Tanim 5.2.7. Ty, nimerik yarigrubu wy, ..., w, tarafindan tretiliyorsa, K[t] polinom
halkaswan t**, ...t tarafindan dretilen bir alt cebirini K[I'y| ile gdsterelim.

Lemma 5.2.8. [13, Lemma 2.10] Ly, kafesini ve bu kafese karsilik gelen
Ip, C Klxy,..., x| kafes idealini g6z oniine alalim. I, kafes ideali homogjen idealdir

ve Klxy, ..., x|/ 1z, ~ K[| olur.

Kanat.

Ip, = (2® — 2 : a,b € N" olmak iizere a — b € L)

W

kafes idealinin tamimindan a—b € L, oldugundan (a—b, w) = 0 oldugunu elde ederiz.
Buradan w(a—b) = 0 elde edileceginden ayni zamanda w(a) = w(b) olarak yazabiliriz.
Bu esitligi acarsak wyay + - - - + wya, = wyby + - - - + w,b, oldugunu elde ederiz. Bu da
bize der(z?) = der(zP) oldugunu verir ve idealin homojen oldugunu géstermis oluruz.

[zomorflugun ispati i¢in Miller ve Sturmfels’in kitabindaki ilgili teoreme [23, Theorem

7.3| bakilabilir. O
Lemma 5.2.9. [13, Lemma 2.11] a,b € N" olmak tizere, I, = (x® — 2™, ... 2% —
2% olsun. O halde 1(Ty,) = (w0~ Vo — gla=bbr gla=bar _ p(a=1bry oy,

Kamt. [13] J = (xla=Va — gla=Dbr - gla=Dar _ 2(a=1br) glarak tammlayalim. £ ve

Ly kafeslerinin tanmimlarindan dolay: her i = 1,... 7 i¢in (¢ — 1)a; — (¢ — 1)b; € L ol-
dugunu soyleyebiliriz. Ayn1 zamanda Teorem 5.2.6’den dolay1 I(Ty,) = I oldugundan
J C I(Ty,) igermesi kolaylikla goriiliir. Tersi yon igin * — 2P € I(Ty,) alalim. Ayni za-
manda c*,¢” € N vardir dyle ki ¢ —c™ € L, saglanir. Ve buradan benzer gekilde Te-

C

orem 5.2.6 ’den dolay1 a—b = (¢—1)(ct —c™) esitligi saglamr. 2¢" —2¢ € I oldugun-

dan 3h; € K[y, ..., z,] vardir dyle ki 2¢" — 2¢ = E;Zl(x“f — z%7)h; olur. Burada her
i=1,...,ricin z; yerine z7 " yazarsak, z(4~1e" —gla-1e” = Z;Zl(x(q_l)aj —gla=Dbiyp,

olacagindan a — b = (¢ — 1)(c¢" — ¢7) esitligini de goz o6niinde bulundurdugumuzda
w?—x® = Y7 (207 D% — g7 bi) b sonucu elde ederiz. Dolayisiyla buradan 2 —2® € J

oldugu elde edilir. Boylece I(Ty,) C J olur. O
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5.3 Agirlikhh Projektif Simitin Hilbert Serisi

Bu boliimde M = K|xy,...,z,|/I(Ty) igin Hilbert fonksiyonu ve Hilbert serisi bulu-

nacaktir.

Teorem 5.3.1. [13, Theorem 3.8/ K[xy,...,x,.]/1(Ty,)  in Hilbert serisini asagidaki

formiille verecegiz.

(H% _ ZaeG ta(‘lfl)) Hz:1(1 _ twi(qﬂ))
[T (1= t)

HS(M,t) = (13)

Kamt. [13] M = K[x1,...,x,]/I., koordinat halkasim alalm. Lemma(5.2.8) dolay
M’ ~ K[I'y] oldugunu biliyoruz. Boylece,

Sos Lyl @ St

HE(M 1) = T [T, (1)

olarak yazabiliriz. Burada 1&5;)1

bir polinomdur. Simdi ¢ = 1, ..., r olmak {izere baz a;, b; € N" i¢in

bir polinom oldugundan dolay1 (14) esitliginin pay: da

Ip, = (t — b ... t% — tbr) olarak alalim. Buradan Lemma(5.2.9)’den

I(Ty) = (@ Do — gla=Dbr - yla=Dar _ 4la=1)bry

olarak yazabiliriz. Dolaysiyla (14) esitliginde bu durumu goéz 6ntine aldigimizda (13)
esitligini elde ederiz. O

Tanim 5.3.2. M sonlu tretilmis dereceli bir R-modil olmak tizere M’nin diizenlilik

indekst en kiicik n > 0 degeridir oyle ki d > n iken asagidaki durum gerceklesir.
d=1i (modg) = HF(M,d)= P;(d)

Uyari. Teorem(3.4.8)’in 2'nci gikkindan dolayr M’nin diizenlilik indeksinin
der(HS(M,t)) + 1 oldugunu yani M’nin a-degismezinin 1 fazlasina esit oldugunu soy-
leyebiliriz.

Sonug 5.3.3. [13, Corollary 3.9] K[z1, ..., x,.]/I(Tw) 'nin dizenlilik indeksi asagidaki

formiille verilir.
(q=2)O_wi+ F(Tw)) + F(I'y) + 1
i=1
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Kanat. Hilbert serisinin tanimindan, ilk olarak,

T

P = - =y H(l — twila=b)

— g1
(1—ta paley

carpimin diigiiniirsek, bu garpimin derecesi, der(Py) = (3, wi) — 1)(¢ — 1) seklin-
dedir. Benzer sgekilde,

Zta(q 1)H _ pwile— 1)

acG
carpimuini digtiniirsek, bu garpimin derecesi, der(P) = (F(T'w) + >, wi)(q — 1) sek-
lindedir. Dolayisiyla Hilbert serisinin derecesi (F/(I'yw)+ Y, w;)(g—1)—>"._, w; olur.
Diizenlersek,

der(HS(M,t)) = F(Iy)(q — 1) + Z wi(q —2)

der(HS(M, 1)) = (¢ — 2)(F(Tw) + Z w;) + F(Ty)

Onceki uyarida, K[z, . . ., 2,]/I(Ty) halkasmin diizenlilik indeksini der(H S(M,t))+
1 olarak vermistik. Dolayisiyla buradan, K[z, ..., z,|/I(Ty) halkasimn diizenlilik in-
deksini (¢ — 2)(F(T'w) + >_i_, w;) + F(I'w) + 1 olarak elde ederiz. O

Simdi Hilbert polinomunun
P(M,d) = (q—1)"" = |Ty|

oldugunu gosterelim. Kz, ..., z,]/I(Tyw)’ in Hilbert serisinin formiiliini bir 6nceki te-
oremde vermigtik. Aym zamanda bu formiilden yola ¢ikarak her d > 0i¢in HF (M, d) =
(g —1)""! egitliginden bahsedebiliriz. Gergekten, ebob(w;,q— 1) = 1 (burada bu kosulu
saglayan herhangi bir w; almabilir) saglanirken, Hilbert serisi formiiliint diizenlersek,

= ( > t“@—l)) (L4t e D) [T+ 4 )

a€l'w =2

esitligini elde ederiz. Oncelikle carpimin ilk kismini géz 6niine alirsak, yani,

( Z ta(q—l)) (14t 4+ twl(q—Q))

aclw
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carpimini dikkate alip bu kismi diizenlersek,

Z tala=1) 4 Z palg=+wr Z palg=Dt+2wr ooy Z pala—1)+wi(g—2)

a€l'w a€l'w a€l'w a€lw

esitligini elde ederiz. ebob(wy,q — 1) = 1 oldugundan ¢'nin kuvvetleri 0, wy, 2wy, . . .,
w1 (g — 2) tam say1 formundadir. Her d > 0 igin ¢ = t*(@~D+k1 gldugundan d = kuw,
(mod ¢ — 1) oldugunu séyleyebiliriz. Dolaysiyla > . ta=1) toplamimdan her d > d,

i¢in t% gelecektir. Bunun sonucunda, K[z1, ..., z,]/I(Ty) nin Hilbert fonksiyonundaki

)rfla

polinomlar biiyiik d’ler igin sabittir ve (¢ — 1 e esittir. Gergekten, agagidaki ¢carpimi

tekrar gz oniine alirsak,

( Z ta(ql)) (149 4. 4 purla=2)

a€lw
o= (1+ pwile=1) oL pws(e=l) YA twl(q—2))
= (14 ) (L4t 4 - pr(a72)
=0+ + tdo 4 gdotwr 44 tdo+w1(q—2)>
= A+ ((g — 1)tdoterte2))
yo = (1497 + -+ 1207)

Yo = B + ((q o 1)td0+w1(q_2)> + (<q . 1)tdo+w1(q—2)+w2) N (((] . 1)tdo+w1(q—2)+w2(q—2))
O halde her d > dy + (¢ — 2)wy + (¢ — 2)ws i¢in

12 =B+ (qg— 1)
oldugunu elde ederiz. Bu sekilde devam edilirse,
T—ltd

Vr—1 = (q - 1)

oldugu goriiliir.
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6 AGIRLIKLI PROJEKTIF UZAY KODLARI

6.1 Lineer Kodlar

Tanim 6.1.1. A sonlu bir kiime olmak tizere bu kiime alfabe olarak adlandirilsin. A
kiimesinin elemanlarimin herhangi bir n-uzunluklu dizisine n-uzunluklu bir kelime
denir. Bir baska deyisle A" = A x --- x A’min bir elemamina n-uzunluklu bir kelime

denir.

Tanim 6.1.2. A" kimesinin bir alt kiimesine kod denir. Kodu C harfi ile gdsterelim.
C = (c1,...,¢,) kodun elemanlar, olmak tizere bu elemanlar da kod kelimesi olarak

adlandurilur.
Simdi ise A" kiimesi iizerindeki uzaklik kavraminin tanimini verecegiz.

Tanmim 6.1.3. (Hamming Uzaklgi) C; = (c11,...,¢10),Co = (c21,...,Con) € A" ol-
mak tzere bu ki kodun arasindaki uzakhk asaqidaki sekilde tanimbidir ve bu uzakliga

Hamming uzakligy denir.

uzp (Cy,Co) = [{i : c1i # e}l

Bir baska deyisle, C1,Co € A™ i¢cin Cy ve Co 'nin birbirlerinden farklh olduklar: girdilerinin

sayrsina Hamming uzaklgy denir.

Simdi bir kodun temel parametreleri olan uzunluk, boyut ve minimum uzaklik kav-

ramlarinin tanimlarini verecegiz.

Tanim 6.1.4. C € A" bir kod olmak tizere temel parametreler siraswyla asagidaki sekilde

tanamlvdar.
o C=(c1,...,¢c,) olmak tizere n sayisi kodun uzunlugunu verir.

® ¢, alfabenin eleman sayise olmak dizere k = log,(|C|) seklinde tanvmlanan k degeri

kodun boyutunu verir.

o dyin = min{uzg(Cy,Cs) : C1,Cy € C,Cy # Cao} seklinde tamimlanan d;, degeri

kodun minimum uzakligini verir.
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Dolaysiyla q elemanly A alfabesi iizerindeki bir kod n, k ve d,;, parametreleriyle birlikte

distinildiginde [n, k, dmin)q-kod olarak gdsterilir.

Ornek 6.1.5. C = {(0,0,1),(1,1,0)} C F3 olmak tizere bu kodun parametreleri

n =3,k =logy(2) = 1 ve dyin, = 3 seklinde verilir.

Simdi ise 6zel bir kod 6rnegi olan 4 — 7 Hamming Kodunu tanimlayarak bu kodun

parametrelerini verelim.

Ornek 6.1.6.

C1C2C3Cq4 —> C1C2C3C4C5CeCT
seklinde verilsin. Burada c5 = ¢1 + co + c3(mod2),cs = ¢1 + co + c4(mod2),c; = ¢ +
c3 + c4(mod2) seklinde tanvmlidr. Dolayisiyla 4 — 7 Hamming kodu
C={(ct,...,cr) €EFs i c5 =c1+cy+ 3,06 =c1+Co+cyycp =y + 3+ ca}
seklinde verilir ve bu kodun parametreleri siraswylan = 7, k = log,(2*) = 4 ve dppin = 3
seklindedir.
Simdi lineer kodlar1 tanimlayacagiz ve bu durumda A = I, olarak alacagiz.

Tamim 6.1.7. C C Fy bir kod olmak iizere asagidaki kosullar saglanirsa C’ye lineer

kod denir. Bir baska deyisle eger C, Fy izerinde bir vektor uzay: ise C kodu bir lineer

koddur.
1. 0ecC
2. C, IF, cismi tizerinde vektor toplama altinda kapalidor.

3. C, F, cisminin elemanlar ile skaler ¢carpma islemi altinda kapalidor.

Ornek 6.1.8. C = {(0,0,0),(1,1,1)} = ({(1,1,1)})r, kodu bir lineer koddur. Ciinkii

Fy sonlu cismi tzerinde bir vektor uzayidr.

Tanim 6.1.9. C bir lineer kod olmak iizere, satirlars C kodunun bir baziny olusturan

matrise C’nin urete¢ matrisi denir.
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Tanim 6.1.10. C bir lineer kod ve ¢ € C bir kod kelimesi olmak tizere ¢ kod kelime-

stnin agairligr asaqidaki sekilde tanimlanar.

w(c) = [{c¢ kod kelimesindeki sifirdan farkl girdiler}|

C kodundaki sifirdan farkly tiim kod kelimelerinin en ki¢ik agirligina ise C kodunun

minimum agwrhgs denir.

Uyari. Eger C kodu bir lineer kod ise kodun minimum uzakligi ile minimum agirligi
birbirine esittir. Gergekten,

Apin = min{uzy(c1,c) 2 c1,¢0 € C, 1 # Ca}
= min{uzy(c; — c2,0) : c1,c2 € C,cq — o # 0}

= min{uzp(c,0): c € C,c # 0} = min{w(c) : c € C,c # 0}

Simdi bu tamimlardan yola ¢ikarak bilinen bazi kod érneklerini verecegiz.

Ornek 6.1.11. o C =T} olsun. Bu kodun temel parametreler sirasiyla n,

k= logq(q") =n ve dpyin = 1 olarak verilir. Bu kod i¢in trete¢ matrisi n x n’lik
birim matristir.

e C={(cc,...,c) €y : ceFy} kodunun temel parametreleri sirasiyla n,

k =1 ve dpin = n olarak verilir. Bu kod i¢in treteg matrisi ise G = [1

matrisidir.

Tamim 6.1.12. C C Fy bur lineer kod olmak iizere asagqidaki sekilde tanimlanan koda

C kodunun dual kodu denir. C* ifadesi ile gosterilir.

Ct={ceF;: her ¢ € C iginc-¢ =0}
Ozellikler
1. (CHt=¢C
2. boy(C*) = n — boy(C)

Ornek 6.1.13. Fy = {0, 1} iki elemanly cisim olmak iizere (1,1,1) € F3 vektéri tara-
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findan tretilen kodu distunelim. Yani

C= <{(1a L 1)}>F2 = {(07 0, 0)7 (1’ L, 1)}

olur. Bu kodun dual kodu ise yukarida verilen 2°nci ozellik goz oniinde bulunduruldu-

gunda 2 boyutlu oldugu elde edilir. Gercekten,
CL = <{(1> 0, 1)? (17 L, O)}>F2

seklinde elde edilir.

Tanim 6.1.14.

R A A A

Yukardaki dizi bir kisa tam dizi olmak tzere Gor(G) = Cek(H) durumunu saglayan H

matrisine C kodu i¢in denklik kontrol matrist denir. G matrisi ise C kodunun tiretec

matrisidir.

. 10 —1

Ornek 6.1.15. C, lineer bir kod olmak tizere G = matrisi C kodunun

01 -1

tirete¢ matrisi olsun. Yukaridaki tanwm géz oniinde bulunduruldugunda denklik kontrol
1

matrisi bu kod i¢cin H = |1| seklinde elde edilir. Cinki G matrisinin sifir uzay
1

(1,1,1) vektori tarafindan dretilir. Dolaysiyla C kodu i¢in bir kisa tam dizi asagudaki

sekilde verilir.

1
1 0 —1 1
, 01 —1 , 1 )
O—>Fq \]Fq \Fq—>0

Yukarida tamimlarii vermis oldugumuz uzunluk, boyut ve minimum uzaklhk kav-
ramlar1 bir kodun {i¢ temel parametresini olugturmaktadir. Ve kodlama teorisinin tize-
rinde durdugu temel amag bu ii¢ parametreyi hesaplayan yeni ve hizli yontemler gelis-
tirebilmek, biiylik parametrelere sahip kodlar iiretebilmektir. Simdi bu {i¢ temel para-
metre arasindaki iligki i¢in verilmig genel bir sonug olan Singleton Siniri’nin tanimin

verecegiz.

62



Tanim 6.1.16. C, temel parametreleri siraswyla n,k ve d,,;, olan bir kod olmak 1izere

seklinde tanimlanan iliskiye Singleton Swnary denir.

Tanim 6.1.17. C bir lineer kod olmak tizere C kodunun temel parametreleri arasinda

tliskisi varsa bu koda maksimum uzakliga ayrilabilir kod denir. Kisaca MDS kod

olarak adlandirilar.

6.2 Hesaplama Kodlari

wy, . . ., w, aralarinda asal pozitif tam sayilar ve w = (wy, ..., w,) olmak iizere
[w-dereceli S = K[zy, ..., x,] halkasini ele alalim.
Sy = K{z{" ... 2% : aqw; + -+ + a,w, = d} vektor uzayr Onerme(3.1.8)’dan dolay1
sonlu boyutludur. X = Py agirlikli projektif uzay ve Y C X olmak tizere I(Y) C S
dereceli ideali S’nin Y’in biitiin noktalarinda sifirlanan homojen polinomlar1 tarafindan
iiretilen ideal olsun.

Hesaplama kodlarinin tanimini verebilmek i¢in 6nce hesaplama doniigiimiinii tanim-
layacagiz.

Y ={P,...,P,} ve her i icin fy ¢ I(P;) olmak iizere,

ey : Sd — K‘Yl
£(Py) £(Pa)
f (fo(Pl)"“’fo(Pn)>

seklinde tanimlanan hesaplama doniisiimii K vektér uzaymnin bir lineer doniisii-

miidiir. Bu doniisiimiin goriintiisii K1 vektér uzaymm bir lineer alt uzayidir ve bu
sebepten dolay1 bir lineer kod verir. Dolayisiyla bu doniigtimiin goériintiisii Y agirhikh
projektif ¢esitlemi tizerinde bir hesaplama kodu adini alir ve bu hesaplama kodu Cg y
ile gosterilir.

Uyari. X = Py agirhikh projektif uzay, Y € X, n = |Y| ve P;,..., P, € K", Y’'nin
noktalarinin homojen koordinatlar1 olmak {izere d > 0 ve her f € S, i¢cin hesaplama
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doniisiimii agsagidaki sekilde de tanimlanabilir.

evy : Sqg — K"

f'_>(f<Pl)v7f(Pn))

Bu doniiglimiin gortintiisii de yukaridaki kodlara denk kodlar tanimlar. Yukarida tani-
mini vermis oldugumuz evy hesaplama doniigiimiinde Y 'nin elemanlarinin birer tem-
silcisi kullanilmaktadir. Farkl temsilciler kullanildiginda elde edilen kodlar bu kodlara
denktir. Gergekten, X = Py, agirlikli projektif uzay ve A; € F; olmak iizere her ¢ igin
P, = (Py,...,Py)ile \Y P, = (A" Py, ..., \/" P,,) iki farkli temsilci olmak iizere f € S,
icin f(\VB;) = M f(P) olacagindan (cy,...,c,) = (f(P1),..., f(P)) ise

(¢, ve) = Nf(P), ..., M f(P,) = (Mey, ..., Mey)

olur. Buradan her iki kodun da minimum agirliklarinin ayni oldugu goriiliir. Benzer
sekilde her iki kodun da uzunlugu ayni oldugu i¢in boyutlar1 da aym olacagindan bu

iki kod birbirlerine denktir.
Bu hesaplama kodunun iki temel parametresi olan boyutu ve uzunlugu S/1(Y’) bo-
liim halkasinin Hilbert fonksiyonu yardimiyla bulunabilir. Gergekten, Y agirlikli pro-

jektif gesitleminin Hilbert fonksiyonunu agagidaki sekilde tanimlayabiliriz.
HE(Y.d) := boyr,(S/I(Y))a = boyr,Sa/1(Y)a = boyr,Sa — boyr, I (Y )4

Ayni zamanda yukarida tanimladigimiz hesaplama doéniigiimiintin ¢ekirdegi I(Y") sifir-
layan idealinin d dereceli homojen kismina esit oldugundan, bir bagka deyisle

I(Y)qg = SanI(Y) oldugundan dolay:
Sd/I(Y)d ~ Cd7y

durumu gergeklegir. Dolayisiyla hem yukarida verilen izomorfizm hem de Y agirlikh
projektif cesitleminin Hilbert fonksiyonu goz ontinde bulundurulursa Cyy kodunun
boyutu

boyr,Cay = HF(Y,d)

seklinde verilir.
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Y kiimesinin Hilbert fonksiyonunun her d > |Y'| — 1 i¢in alacag1 degerler goz 6niine
alindiginda en biiyiik degeri |Y|'ye kadar alabileceginden benzer gekilde kodun uzun-
lugu olan Y| sayis1 da Hilbert fonksiyonu yardimiyla bulunabilir. Ayrica iigiincii temel
parametre olan minimum uzaklikla diger iki parametre arasindaki iligki yukarida tani-
min1 verdigimiz Singleton sinir1 ile verilir.

Simdi ise X = P(wy,...,w,) agirhkl projektif uzay ve Y = {P,...,P,} C X
olmak iizere Y kiimesi iizerinde bir hesaplama kodunu elde etmek igin lirete¢ matrisi

tanimlayalim. Bu matrisi GM notasyonu ile gosterelim.

p - P,
it
GM =
e
Yukarida verdigimiz GM matrisinin satirlarimi sirasiyla her ¢ € {1,...,r} i¢in

Si(GM) olarak adlandirrsak ¢; € F; ve f € Sy olmak tizere
(f(P), - f(P) = aSi(GM) + -+ - + .5, (GM)

seklinde elde edilir.

Ornek 6.2.1. (Reed-Solomon Kodlar) X = P(1,1) = P' ve Y C X herhangi bir alt
kiime olmak tzere bu kiimenin elemanlarinin hesaplama dontisimi altindaki gorinti-
stiine Reed-Solomon Kodlar: denir. Bu kodlar MDS kodlardur.

Gergekten, Y = {Py,...,P,} C X olsun. S =TF,[z,y] i¢in

Sa = {S’nin derecesi d olan polinomlar} U {0}

kimesini ele alalim.
evy : Sq — Fy

frevy(f)=(f(P1),..., f(Pa))
hesaplama dontisimiini goz oniinde bulunduralim. Burada Sg’nin baz elemanlar:

{24, 2% Yy, .. ay?™t y?} olmak dizere bu kiime d+ 1 elemana sahiptir. Dolaysiyla d =

k — 1 igin boyg Sq =k olur. Eger [0,1] €Y ise Y C {[z:y] € P' : x # 0} olacagindan
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heri=1,...,n i¢in P; = [1 : t;] seklindedir. Bu durumda f(z,y) = cox? + c;x¢ 1y +
st cgmy®T + cqy? fonksiyonu ile g(y) = co + 1y + -+ + cay? + cqyt € Fyly]
polinomu Y kiimesi tizerinde ayni degeri alir. Tek degiskenli g polinomunun en fazla
derecesi kadar koki olacagindan, |Vy (f)|={P €Y : f(P) =0}| <d olur. Bu yiizden
d < n iken, g polinomu 'Y ’nin biitin noktalarinda sifir degeri alamaz. Dolayiswyla, d < n

iken Cek(evy) = {0} olur. Ve
b0y0d7y = bOquSd - bOyId<Y) =d +1= k

olur. g(y) = (y —t1) - - - (y — tq) polinomunun homojenizasyonu olan f’nin kokleri {[1 :
t], ..., [1: tq]} CY seklindedir. Yani, |Vy (f)| = {P €Y : f(P) =0} = d olur. Bu
ylzden, dmin(Cay) = n — maks{|Vy(f)| : f € Sa\{0}} = n — d olarak elde edilir. Ve
buradan

d:k:—1:>dmm(0d7y):n—k’—|—1

olur. Béylece Reed Solomon kodlarinin minimum uzakliginin n — k + 1 degerine esit

oldugunu gostermis oluruz.

Ornek 6.2.2. (Reed-Muller Kodlar) X =P(1,1,...,1) =P ve
Y C{[l ity : .. tpa] o (b, ter) € Fp7} =2 AT alt kdmesinin hesaplama
dondistimi altindaky gorintisine Reed-Muller Kodlary denir.

Y = X = P! olarak yani projektif uzayin kendisine esit olarak alimdiginda bu kii-
menin hesaplama dontisimii altindaki gorintisi ise Projektif Reed-Muller Kodlar:
tanimlar. Benzer sekilde ejer X = P(wy, ..., w,) agirbkl projektif uzayr olarak alinirsa
ve Y C X herhangi bir alt kiime olarak alinirsa Y kiimesinin hesaplama doniistimii

altindaki gorintisi de Agirliklys Projektif Reed-Muller Kodlar: tanimlar.

6.3 Agirlikhh Projektif Uzaylardaki Parametrik Kodlar

Bu boliimde agirlikh projektif uzaylardaki parametrik kodlara bazi 6rnekler verip goz-
lemledigimiz bir sonucu ispatlayacagiz.

Ik olarak K = Fy, g elemanli sonlu cisim olmak iizere farkh ¢ degerleri icin
P(1,1,q — 1) uzaymndaki A = diag(1,1,q — 1)3x3 matrisi tarafindan parametrize edi-
len Ya = {[t1,t2,1] : t1,t2 € K*} simitli kiimesinin hesaplama déniigtimii altindaki

goriintiisiiniin tanimladigr kodlarin parametrelerini verecegiz.
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q=5 DI'w={1,1,4} A=diag(1,1,4)3x3
d | Kodun Uzunlugu Kodun Boyutu Minimum Uzaklik
1 |4 2 3
2 4 3 2
q=7 Tw={1,1,6} A=diag(1,1,6)3x3
1 |6 2 5
2 |6 3 4
3 |6 4 3
4 6 ) 2
g=11, Ty ={1,1,10} A= diag(1,1,10)s3x3
1 110 2 9
2 |10 3 8
3 |10 4 7
4 10 ) 6
5 |10 6 5
6 |10 7 4
7 110 8 3
8 |10 9 2

Yukarida verdigimiz tablolardan da goriildiigii gibi farkh ¢ degerleri igin P(1,1,q — 1)
uzayinda A matrisine kargilik gelen kodlarin parametreleri ile Reed Solomon kodlarinin
parametreleri aynidir. Ve bu durum tesadiif degildir. P(1,1,...,1,¢g — 1) uzayinda A
matrisine kargilik gelen kodlarin P(1,1,...,1) = P" uzayindaki Reed Solomon Kodlar

ile aynmi kodlar oldugunu asagidaki iddia ile ispatlayacagiz.

Teorem 6.3.1. K = F,, ¢ elemanl sonlu cisim olmak dizere P(1,1,...,1,q — 1) uza-
yindaks i i
10 0 ... 0
010 ... 0
A=\ ' € M,y (Z)
000 ... ¢g—1
matrisi tarafindan parametrize edilen Yy = {[ty : t : --- 1 t, 1 1] 1 ty,... 1, € Fr}

stmatle kimesinin hesaplama dontsimi altindakt gorintisiniin tanimladige kodlar ile
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P(1,1,...,1) = P" projektif wzayindaki Y = {[t; 1 ta = ... 1 t,;] : ty,...,t, € F;} CP"
kiimesinin hesaplama donisimi altindaki goriuntisinin tanimladige Reed-Muller tip:

kodlar birbirine esit kodlardwr. Bir baska deyisle her d > 1 i¢in

evr,, (S4) = evy, (S[yla)

esitligi saglanar.
Kamt. Oncelikle S[y]; kiimesinin asagidaki gibi yazilacagina dikkat edelim:

Slyla == SqU{y"Su—(g—1p: 1 <b < Lqiilj}
evy (Sq4) C evy, (S[yla) kapsamasi agik oldugundan tersi yonii gosterecegiz.
Slyla = SaU{y"Sa—(g-1p: 1 <b < Lq%‘llj} seklinde oldugundan evy, (S[y]4) 'nin bir ele-
mani ya 2® € Sy i¢in evy, (z) seklinde ya da 2® € Sy_(,—1) i¢in evy, (z°y") seklindedir.
7 € S, iken evy, (22) = evy (7?) € evy(Sy) durumu saglamir. Amacimiz, 2%y € S[yla
iken de evy, () = evy,(2?) olacak sekilde bir 22 € Sy'nin varligimi gdstermektir,
¢linkii bu durumda evy, (2°9°) € evy(Sy) olur, yani evy, (S[yls) C evy(Sq) kapsamast

saglanir. Oncelikle evy, (y) = (1,...,1) = evy(z?~") olduguna dikkat edelim. Dolay1-

siyla, evy, (1) = evy (2277 ve her 2° € Sa—b(g—1) i¢in evy, (z°y") = evy (ze2207Y)
b(g—1)

olur. Buradan z® = 22 € S, icin istenen durum gercgeklesmistir. O]
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7 ORNEKLER

Bu boliimde ilk olarak T'y, niimerik yarigrubu Arf Yarigrubu iken ve Arf Yarigrubu
degilken Y = T,, simiti i¢in sifirlayan idealleri, a-degismezini ve Hilbert fonksiyonunun
1 < d < a-degismezi araliginda aldig1 degerleri veren tablolar1 verecegiz. Ve sonrasinda
Arf olan ve olmayan yarigruplarin tanimladig agirlikli projektif uzaylardaki Y simitinin
verdigi kodlarin temel parametrelerini veren tablolar1 verecegiz.

d > a-degismezi degerleri i¢in agikar kodlar elde edildiginden yani minimum uzaklik-
lar1 1 olan kodlar elde edildiginden kodlarin parametrelerini hesaplarkan d < a-degismezi
degerine kadar verecegiz. Ayrica agagida verecegimiz tablolarda bir kodun parametre-
leri (n,k,dmn) olmak iizere kodun kapasitesi C' = ”T’k degeridir. Kodun hata

Ldmin —1

+J degeridir. Eger kodun hata diizeltme kapasitesi

diizeltme kapasitesi ise £ =
kodun kapasitesine yakinsa kod iyi koddur. Yani bu iki degerin fark: olan C' — E degeri
en kiiciik olan kod iyi koddur.

Asgagidaki tablolarda farkl yarigruplarin tanimladigr agirlikli projektif uzaylardaki
Y = Ty, simitine karsilik gelen kodlarin temel parametrelerini verecegiz. Ayrica ya-
rigruplart Arf olup olmadiklarima gore ayirarak, bu yarigruplarin tanimladigi agirlikh
projektif uzaylardaki simite karsilik gelen kodlarin kapasitelerini, hata diizeltme kapa-
sitelerini ve bu iki deger arasindaki farki vererek kodlarin iyi kod olup olmadiklarini
karsilagtirmaya caligagiz.

Bu kodlarin parametrelerini hesaplarken SageMath [31] programini kullandik. Bir
kodun temel parametrelerini hesaplarken oncelikle A matrisi tarafindan parametrize
edilen kiimeyi ve o kiimenin sifirlayan idealini buluyoruz. Bu sifirlayan idealin Hilbert
serisini hesapladiktan sonra Hilbert serisinin derecesi olan a-degigsmezini buluyoruz.
Bu deger kodlar1 hesaplarken 6nemli; ¢linkii d > a-degismezi degerinden sonra Hilbert
fonksiyonu hep sabit bir deger alacagindan bu degerden sonra gelen kodlar agikar kodlar
olacaktir. Yani kodlar1 hesaplarken bu degerden sonraki gelen kodlara bakmaya gerek
olmadigindan hangi araliktaki kodlara bakmamizin yeterli oldugunu bu deger sayesinde
biliyoruz. Daha sonra A matrisi tarafindan parametrize edilen kiimenin elemanlarin
Sq vektor uzayindaki polinomlarda hesaplayarak bu hesaplama doniigiimlerinin goriin-
tiilerini satir kabul eden iirete¢ matrisini buluyoruz. Urete¢ matrisinin satirlarindan da

kodlar1 elde ediyoruz.
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q=5 TI'w=1{3,5,7} (Arf Yangrubu), A = idsx3

— P — 8 4.4 12,4 8 .16 4.4

a-degigmezi = 61

1 < d <61 i¢in Hilbert fonksiyonunun degerleri:
{1,0,0,1,0,1,1,1, 1, 1, 2,
1,2,2,2,3,2,3,3, 3,4, 4,
4,4,5,5,5,6,6,6,7, 7,7,

8,8,9,9,09, 10, 10, 10, 11, 12,
11, 12, 13, 12, 13, 13, 14, 14, 14,
15, 14, 15, 15, 15, 16, 15, 16, 16, 15, 16—}

q=5 Tw={3,5_8} (Arf Yargrubu Degil), A = id3x3

_ o o (pAA 4 16,4 16 .20 12,8 .20 _ .12
YV =Ty i¢in I(Y) = (2i2) — a5, 21°05 — 23°, 23 — 21°w3, 27" — 337)

a-degigsmezi = 76

1 < d <76 i¢in Hilbert fonksiyonunun degerleri:

{1,0,0,1,0,1,1,0, 2, 1, 1, 2,
1,2,2,2,3,2,3,3,3,4,3,4, 5,
4,5,5,5,6,6,6,6,7,7,7,8,7,

8,9,89,9,9, 10, 10, 10, 10, 11, 11,
11, 12, 11, 12, 13, 12, 13, 13, 13,
14, 13, 14, 14, 14, 15, 14, 15, 15,

14, 16, 15, 15, 16, 15, 16, 16, 15, 16—}

Asagida verecegimiz tablolarda yarigruplari secerken Arf olup olmadiklarina gore ayir-
mamizin yani sira yarigruplarin kathiligimmin aym olmasina ve Arf yarigruplarimn si-
metrik olmayan yarigruplar olmalar: sebebiyle Arf olmayan yarigruplarin da simetrik
olmamasina dikkat ettik. Bu duruma dikkat etmemizdeki amag¢ Arf yarigruplarimin
kodlarin iizerindeki etkisini gozlemlemek oldugundan yarigruplarin diger 6zelliklerini
ayni almaya caligtik. Bu yiizden agagidaki érneklerde yarigruplarin katlhihigini 3 olarak
aldik ve simetrik olmayan yarigruplar: inceledik. Minimum uzakligi veya boyutu 1 ola-
rak elde edilen kodlar agikar kodlar oldugundan dolay1 asagidaki tablolarda ilk olarak
kodlar asikar kodlardir. Ilk olarak verilen koddan énceki kodlar da asikar kodlar olarak
elde edildiginden tablolarda belli bir d degerinden sonraki kodlar verilmistir. Ornegin

birinci tabloda d < 7 degerleri icin elde edilen kodlar, asikar kodlardir.
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q=5 DI'w=1{3,4,5} (Arf Yangrubu), A =idsx3, «-degismezi=44

d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

7116 1 16 15/16 7/16 1/2
8 |16 2 12 7/8 5/16 9/16
9 |16 2 12 7/8 5/16 9/16
10 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
11 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
12 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
13 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
14 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
15 | 16 4 10 3/4 1/4 1/2
16 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
17 | 16 4 9 3/4 1/4 1/2
18 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
19 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
20 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
21 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
22 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
23 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
24 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
25 | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
2% | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
27 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
28 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
29 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
30 | 16 11 4 5/16 1/16 1/4
31 | 16 11 4 5/16 1/16 1/4
32 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
33 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
34 |16 13 2 3/16 0 3/16
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q=5 DI'w=1{3,4,5} (Arf Yangrubu), @ =ids«3, a-degismezi—44
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

35 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8

36 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8

37 | 16 14 2 1/8 0 1/8

38 | 16 15 2 1/16 0 1/16
39 | 16 15 2 1/16 0 1/16
40 | 16 14 2 1/8 0 1/8

41 | 16 15 2 1/16 0 1/16
42 | 16 16 1 0 0 0

43 | 16 16 1 0 0 0

44 | 16 15 2 1/16 0 1/16
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q=5 I'w=1{3,5,7 (Arf Yangrubu), A =ids«3, «a-degismezi=61
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)
9 |16 1 16 15/16 7/16 1/2
10 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
11 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
12 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
13 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
14 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
15 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
16 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
17 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
18 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
19 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
20 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
21 | 16 4 10 3/4 1/4 1/2
22 | 16 4 9 3/4 1/4 1/2
23 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
24 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
25 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
2 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
27 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
28 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
29 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
30 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
31 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
32 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
33 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
34 | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
35 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
36 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
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q=5 DI'w=1{3,57 (Arf Yangrubu), A =idsx3, «-degigmezi=61

d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

37 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
38 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
39 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
40 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
41 | 16 11 4 5/16 1/16 1/4
42 |16 12 3 1/4 1/16 3/16
43 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
44 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
45 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
46 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
47 | 16 13 2 3/16 0 3/16
48 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
49 | 16 14 2 1/8 0 1/8
50 | 16 14 2 1/8 0 1/8
51 | 16 14 2 1/8 0 1/8
52 | 16 15 2 1/16 0 1/16
53 | 16 14 2 1/8 0 1/8
54 | 16 15 2 1/16 0 1/16
55 | 16 15 2 1/16 0 1/16
56 | 16 15 2 1/16 0 1/16
57 | 16 16 1 0 0 0
58 | 16 15 2 1/16 0 1/16
59 | 16 16 1 0 0 0
60 | 16 16 1 0 0 0
61 | 16 15 2 1/16 0 1/16
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g=05, I'w=1{3,11,13} (Arf Yarigrubu), A =idsyx3, «-degismezi=121

d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

21 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
22 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
23 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
24 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
25 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
2% | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
27 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
28 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
29 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
30 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
31 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
32 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
33 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
34 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
35 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
36 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
37 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
38 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
39 | 16 4 10 3/4 1/4 1/2
40 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
41 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
42 | 16 4 10 3/4 1/4 1/2
43 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
44 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
45 | 16 4 10 3/4 1/4 1/2
46 | 16 4 9 3/4 1/4 1/2
A7 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
48 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
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g=05, I'w=1{3,11,13} (Arf Yarigrubu), A =idsyx3, «-degismezi=121

d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

49 | 16 4 9 3/4 1/4 1/2
50 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
51 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
52 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
53 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
54 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
55 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
56 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
57 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
58 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
59 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
60 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
61 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
62 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
63 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
64 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
65 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
66 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
67 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
68 | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
69 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
70 | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
71 | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
72 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
73 | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
74 | 16 9 6 7/16 1/8 5/16
75 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
76 | 16 9 6 7/16 1/8 5/16
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g=05, I'w=1{3,11,13} (Arf Yarigrubu), A =idsyx3, «-degismezi=121

d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

77 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
78 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
79 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
80 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
81 | 16 11 4 5/16 1/16 1/4
82 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
83 | 16 11 4 5/16 1/16 1/4
84 | 16 11 4 5/16 1/16 1/4
85 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
86 | 16 11 4 5/16 1/16 1/4
87 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
88 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
89 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
90 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
o1 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
92 | 16 13 2 3/16 0 3/16
93 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
94 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
95 | 16 13 2 3/16 0 3/16
96 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
97 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
98 | 16 14 2 1/8 0 1/8
99 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
100 16 14 2 1/8 0 1/8
101] 16 14 2 1/8 0 1/8
102| 16 14 2 1/8 0 1/8
103] 16 15 2 1/16 0 1/16
104| 16 14 2 1/8 0 1/8
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g=05, I'w=1{3,11,13} (Arf Yarigrubu), A =idsyx3, «-degismezi=121
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)
105 16 15 2 1/16 0 1/16
106 16 15 2 1/16 0 1/16
107/ 16 14 2 1/8 0 1/8
108 16 15 2 1/16 0 1/16
109/ 16 15 2 1/16 0 1/16
110| 16 14 2 1/8 0 1/8
111| 16 16 1 0 0 0
112| 16 15 2 1/16 0 1/16
113| 16 15 2 1/16 0 1/16
114| 16 16 1 0 0 0
115 16 15 2 1/16 0 1/16
116| 16 16 1 0 0 0
117} 16 16 1 0 0 0
118 16 15 2 1/16 0 1/16
119] 16 16 1 0 0 0
120| 16 16 1 0 0 0
121 16 15 2 1/16 0 1/16
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g=05, I'w=1{3,13,14} (Arf Yargrubu), A =idsyx3, «-degismezi=134

d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

25 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
2% | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
27 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
28 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
29 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
30 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
31 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
32 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
33 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
34 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
35 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
36 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
37 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
38 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
39 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
40 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
41 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
42 | 16 4 10 3/4 1/4 1/2
43 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
44 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
45 | 16 4 10 3/4 1/4 1/2
46 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
47 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
48 | 16 4 10 3/4 1/4 1/2
19 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
50 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
51 | 16 4 10 3/4 1/4 1/2
52 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
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g=05, I'w=1{3,13,14} (Arf Yargrubu), A =idsyx3, «-degismezi=134

d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

53 | 16 4 9 3/4 1/4 1/2
54 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
55 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
56 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
57 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
58 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
59 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
60 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
61 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
62 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
63 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
64 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
65 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
66 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
67 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
68 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
69 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
70 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
71 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
72 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
73 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
74 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
75 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
76 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
77 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
78 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
79 | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
80 | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
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g=05, I'w=1{3,13,14} (Arf Yargrubu), A =idsyx3, «-degismezi=134

d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

81 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
82 | 16 9 6 7/16 1/8 5/16
83 | 16 9 6 7/16 1/8 5/16
84 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
85 | 16 9 6 7/16 1/8 5/16
86 | 16 9 6 7/16 1/8 5/16
87 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
88 | 16 9 6 7/16 1/8 5/16
89 | 16 9 6 7/16 1/8 5/16
90 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
91 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
92 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
03 | 16 11 4 5/16 1/16 1/4
94 |16 11 4 5/16 1/16 1/4
95 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
96 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
97 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
98 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
99 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
100| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
101 16 12 3 1/4 1/16 3/16
102| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
103| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
104| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
105 16 13 3 3/16 1/16 1/8
106 16 13 2 3/16 0 3/16
107 16 13 3 3/16 1/16 1/8
108| 16 13 3 3/16 1/16 1/8
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g=05, I'w=1{3,13,14} (Arf Yargrubu), A =idsyx3, «-degismezi=134
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

109 16 14 2 1/8 0 1/8
110 16 14 2 1/8 0 1/8
111 16 14 2 1/8 0 1/8
112| 16 14 2 1/8 0 1/8
113| 16 14 2 1/8 0 1/8
114| 16 14 2 1/8 0 1/8
115] 16 14 2 1/8 0 1/8
116/ 16 14 2 1/8 0 1/8
117| 16 14 2 1/8 0 1/8
118 16 14 2 1/8 0 1/8
119/ 16 15 2 1/16 0 1/16
120| 16 15 2 1/16 0 1/16
121] 16 14 2 1/8 0 1/8
122| 16 15 2 1/16 0 1/16
123] 16 16 1 0 0 0
124 16 15 2 1/16 0 1/16
125] 16 15 2 1/16 0 1/16
126| 16 16 1 0 0 0
127] 16 15 2 1/16 0 1/16
128| 16 15 2 1/16 0 1/16
129 16 16 1 0 0 0
130/ 16 15 2 1/16 0 1/16
131| 16 15 2 1/16 0 1/16
132| 16 16 1 0 0 0
133| 16 16 1 0 0 0
134 16 15 2 1/16 0 1/16
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q=05 TI'w=1{3,7,8 (Arf Yangrubu), A =idsx3, «-degismezi=74
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)
13 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
14 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
15 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
16 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
17 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
18 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
19 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
20 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
21 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
22 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
23 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
24 | 16 4 10 3/4 1/4 1/2
25 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
2 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
27 | 16 4 10 3/4 1/4 1/2
28 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
29 | 16 4 9 3/4 1/4 1/2
30 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
31 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
32 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
33 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
34 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
35 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
36 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
37 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
38 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
39 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
40 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
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q=05 TI'w=1{3,7,8 (Arf Yangrubu), A =idsx3, «-degismezi=74

d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

41 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
42 |16 8 4 1/2 1/16 7/16
43 | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
44 | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
45 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
46 | 16 9 6 7/16 1/8 5/16
47 | 16 9 6 7/16 1/8 5/16
48 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
49 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
50 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
51 | 16 11 4 5/16 1/16 1/4
52 | 16 11 4 5/16 1/16 1/4
53 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
54 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
55 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
56 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
57 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
58 | 16 13 2 3/16 0 3/16
59 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
60 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
61 | 16 14 2 1/8 0 1/8
62 | 16 14 2 1/8 0 1/8
63 | 16 14 2 1/8 0 1/8
64 | 16 14 2 1/8 0 1/8
65 | 16 15 2 1/16 0 1/16
66 | 16 15 2 1/16 0 1/16
67 | 16 14 2 1/8 0 1/8
68 | 16 15 2 1/16 0 1/16
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q=05 TI'w=1{3,7,8 (Arf Yangrubu), A =idsx3, «-degismezi=74
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)
69 | 16 16 1 0 0 0
70 | 16 15 2 1/16 0 1/16
71 | 16 15 2 1/16 0 1/16
72 | 16 16 1 0 0 0
73 | 16 16 1 0 0 0
74 | 16 15 2 1/16 0 1/16
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q=5 I'w=1{3,10,17} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids.3, a-degismezi=146
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)
19 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
20 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
21 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
22 |16 1 16 15/16 7/16 1/2
23 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
24 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
25 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
26 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
27 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
28 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
29 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
30 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
31 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
32 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
33 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
34 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
35 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
36 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
37 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
38 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
39 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
40 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
41 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
42 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
43 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
44 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
45 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
46 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
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q=5 I'w=1{3,10,17} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids.3, a-degismezi=146
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)
47 | 16 4 9 3/4 1/4 1/2
48 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
49 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
50 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
51 | 16 4 10 3/4 1/4 1/2
52 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
53 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
54 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
55 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
56 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
57 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
58 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
59 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
60 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
61 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
62 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
63 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
64 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
65 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
66 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
67 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
68 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
69 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
70 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
71 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
72 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
73 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
74 | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
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q=5 I'w=1{3,10,17} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids.3, a-degismezi=146
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

75 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
76 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
77 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
78 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
79 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
80 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
81 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
82 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
83 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
84 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
85 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
86 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
87 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
88 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
89 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
90 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
91 | 16 11 4 5/16 1/16 1/4
92 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
03 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
04 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
95 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
96 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
97 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
08 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
99 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
100| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
101 16 12 3 1/4 1/16 3/16
102| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
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q=5 I'w=1{3,10,17} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids.3, a-degismezi=146
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)
103] 16 12 3 1/4 1/16 3/16
104 16 13 3 3/16 1/16 1/8
105] 16 13 3 3/16 1/16 1/8
106 16 12 3 1/4 1/16 3/16
107 16 13 3 3/16 1/16 1/8
108 16 13 3 3/16 1/16 1/8
109 16 12 3 1/4 1/16 3/16
110/ 16 13 3 3/16 1/16 1/8
111 16 14 2 1/8 0 1/8
112] 16 13 2 3/16 0 3/16
113 16 13 3 3/16 1/16 1/8
114| 16 14 2 1/8 0 1/8
115| 16 14 2 1/8 0 1/8
116/ 16 13 3 3/16 1/16 1/8
117/ 16 14 2 1/8 0 1/8
118 16 14 2 1/8 0 1/8
119/ 16 14 2 1/8 0 1/8
120| 16 14 2 1/8 0 1/8
121 16 15 2 1/16 0 1/16
122| 16 15 2 1/16 0 1/16
123| 16 14 2 1/8 0 1/8
124 16 15 2 1/16 0 1/16
125] 16 15 2 1/16 0 1/16
126| 16 14 2 1/8 0 1/8
127 16 15 2 1/16 0 1/16
128 16 15 2 1/16 0 1/16
129 16 15 2 1/16 0 1/16
130| 16 15 2 1/16 0 1/16
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q=5 I'w=1{3,10,17} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids.3, a-degismezi=146
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

131| 16 15 2 1/16 0 1/16
132| 16 16 1 0 0 0
133] 16 15 2 1/16 0 1/16
134 16 15 2 1/16 0 1/16
135 16 16 1 0 0 0
136 16 15 2 1/16 0 1/16
137| 16 15 2 1/16 0 1/16
138| 16 16 1 0 0 0
139| 16 16 1 0 0 0
1401 16 15 2 1/16 0 1/16
1411 16 16 1 0 0 0
1421 16 16 1 0 0 0
143| 16 15 2 1/16 0 1/16
144 16 16 1 0 0 0
145| 16 16 1 0 0 0
146| 16 15 2 1/16 0 1/16
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g=5, TI'w=1{3,7,11} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids«3, a-degismezi=95
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

13 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
14 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
15 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
16 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
17 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
18 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
19 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
20 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
21 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
22 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
23 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
24 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
25 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
2% | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
27 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
28 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
29 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
30 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
31 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
32 | 16 4 9 3/4 1/4 1/2
33 | 16 4 10 3/4 1/4 1/2
34 |16 4 8 3/4 3/16 9/16
35 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
36 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
37 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
38 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
39 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
40 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
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g=5, TI'w=1{3,7,11} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids«3, a-degismezi=95
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

41 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
42 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
43 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
44 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
45 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
46 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
47 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
48 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
49 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
50 | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
51 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
52 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
53 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
54 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
55 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
56 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
57 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
58 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
59 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
60 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
61 | 16 11 4 5/16 1/16 1/4
62 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
63 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
64 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
65 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
66 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
67 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
68 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
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g=5, TI'w=1{3,7,11} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids«3, a-degismezi=95
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E

Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme

Orani(E)

69 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
70 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
71 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
72 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
73 | 16 13 2 3/16 0 3/16
74 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
75 | 16 14 2 1/8 0 1/8
76 | 16 14 2 1/8 0 1/8
77 | 16 14 2 1/8 0 1/8
78 | 16 14 2 1/8 0 1/8
79 | 16 14 2 1/8 0 1/8
80 | 16 15 2 1/16 0 1/16
81 | 16 14 2 1/8 0 1/8
82 | 16 15 2 1/16 0 1/16
83 | 16 15 2 1/16 0 1/16
84 | 16 15 2 1/16 0 1/16
85 | 16 15 2 1/16 0 1/16
86 | 16 15 2 1/16 0 1/16
87 | 16 16 1 0 0 0
88 | 16 15 2 1/16 0 1/16
89 | 16 15 2 1/16 0 1/16
90 | 16 16 1 0 0 0
91 | 16 16 1 0 0 0
92 | 16 15 2 1/16 0 1/16
93 | 16 16 1 0 0 0
94 | 16 16 0 0 0
95 | 16 15 2 1/16 0 1/16
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q=05, TI'w=1{3,813} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids«3, «a-degismezi=112
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Di- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

15 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
16 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
17 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
18 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
19 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
20 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
21 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
22 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
23 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
24 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
25 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
2% | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
27 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
28 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
29 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
30 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
31 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
32 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
33 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
34 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
35 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
36 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
37 | 16 4 9 3/4 1/4 1/2
38 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
39 | 16 4 10 3/4 1/4 1/2
40 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
41 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
42 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
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q=05, TI'w=1{3,813} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids«3, «a-degismezi=112
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Di- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

43 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
44 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
45 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
46 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
47 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
48 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
49 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
50 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
51 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
52 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
53 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
54 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
55 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
56 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
57 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
58 | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
59 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
60 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
61 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
62 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
63 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
64 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
65 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
66 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
67 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
68 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
69 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
70 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
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q=05, TI'w=1{3,813} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids«3, «a-degismezi=112
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Di- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

71 | 16 11 4 5/16 1/16 1/4
72 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
73 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
74 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
75 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
76 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
77 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
78 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
79 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
80 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
81 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
82 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
83 | 16 12 3 1/4 1/16 3/16
84 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
85 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
86 | 16 13 2 3/16 0 3/16
87 | 16 14 2 1/8 0 1/8
88 | 16 13 3 3/16 1/16 1/8
89 | 16 14 2 1/8 0 1/8
90 | 16 14 2 1/8 0 1/8
91 | 16 14 2 1/8 0 1/8
92 | 16 14 2 1/8 0 1/8
93 | 16 14 2 1/8 0 1/8
94 |16 15 2 1/16 0 1/16
95 | 16 15 2 1/16 0 1/16
96 | 16 14 2 1/8 0 1/8
97 | 16 15 2 1/16 0 1/16
98 | 16 15 2 1/16 0 1/16
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q=05, TI'w=1{3,813} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids«3, «a-degismezi=112
99 | 16 15 2 1/16 0 1/16
100| 16 15 2 1/16 0 1/16
101| 16 15 2 1/16 0 1/16
102| 16 16 1 0 0 0
103 16 15 2 1/16 0 1/16
104 16 15 2 1/16 0 1/16
105| 16 16 1 0 0 0
106/ 16 15 2 1/16 0 1/16
107| 16 16 1 0 0 0
108| 16 16 1 0 0 0
109 16 15 2 1/16 0 1/16
110| 16 16 1 0 0 0
111 16 16 1 0 0 0
112| 16 15 2 1/16 0 1/16
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q=5, DI'w=1{3,11,19} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids.3, a-degismezi=163
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)
21 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
22 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
23 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
24 |16 1 16 15/16 7/16 1/2
25 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
26 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
27 |16 1 16 15/16 7/16 1/2
28 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
29 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
30 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
31 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
32 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
33 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
34 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
35 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
36 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
37 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
38 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
39 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
40 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
41 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
42 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
43 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
44 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
45 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
46 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
47 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
48 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
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q=5, DI'w=1{3,11,19} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids.3, a-degismezi=163
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)
49 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
50 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
51 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
52 | 16 4 9 3/4 1/4 1/2
53 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
54 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
55 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
56 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
57 | 16 1 10 3/4 1/4 1/2
58 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
59 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
60 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
61 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
62 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
63 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
64 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
65 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
66 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
67 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
68 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
69 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
70 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
71 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
72 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
73 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
74 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
75 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
76 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
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q=5, DI'w=1{3,11,19} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids.3, a-degismezi=163
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)
77 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
78 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
79 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
80 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
81 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
82 | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
83 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
84 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
85 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
86 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
87 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
88 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
89 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
90 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
91 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
92 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
03 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
04 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
95 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
96 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
97 | 16 9 4 7/16 1/16 3/8
98 | 16 10 4 3/8 1/16 5/16
99 | 16 11 3 5/16 1/16 1/4
100| 16 9 4 7/16 1/16 3/8
101 16 11 4 5/16 1/16 1/4
102| 16 11 3 5/16 1/16 1/4
103| 16 9 4 7/16 1/16 3/8
104| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
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q=5, DI'w=1{3,11,19} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids.3, a-degismezi=163
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

105 16 11 3 5/16 1/16 1/4
106| 16 10 4 3/8 1/16 5/16
107| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
108| 16 11 3 5/16 1/16 1/4
109 16 11 3 5/16 1/16 1/4
110/ 16 12 3 1/4 1/16 3/16
111| 16 11 3 5/16 1/16 1/4
112/ 16 12 3 1/4 1/16 3/16
113| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
114| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
115 16 13 3 3/16 1/16 1/8
116 16 12 3 1/4 1/16 3/16
117| 16 13 3 3/16 1/16 1/8
118 16 13 3 3/16 1/16 1/8
119/ 16 12 3 1/4 1/16 3/16
120 16 13 3 3/16 1/16 1/8
121 16 13 3 3/16 1/16 1/8
122| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
123| 16 14 2 1/8 0 1/8
124| 16 13 3 3/16 1/16 1/8
125| 16 13 2 3/16 0 3/16
126| 16 14 2 1/8 0 1/8
127] 16 13 3 3/16 1/16 1/8
128 16 14 2 1/8 0 1/8
129/ 16 14 2 1/8 0 1/8
130| 16 13 3 3/16 1/16 1/8
131 16 14 2 1/8 0 1/8
132| 16 14 2 1/8 0 1/8
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q=5, DI'w=1{3,11,19} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids.3, a-degismezi=163
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E

Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme

Orani(E)

133] 16 14 2 1/8 0 1/8
134 16 15 2 1/16 0 1/16
135| 16 14 2 1/8 0 1/8
136/ 16 15 2 1/16 0 1/16
137| 16 15 2 1/16 0 1/16
138] 16 14 2 1/8 0 1/8
1391 16 15 2 1/16 0 1/16
140 16 15 2 1/16 0 1/16
141 16 14 2 1/8 0 1/8
142| 16 15 2 1/16 0 1/16
143| 16 15 2 1/16 0 1/16
144 16 15 2 1/16 0 1/16
145 16 15 2 1/16 0 1/16
146| 16 15 2 1/16 0 1/16
147] 16 16 1 0 0 0
148 16 15 2 1/16 0 1/16
1491 16 15 2 1/16 0 1/16
150 16 16 1 0 0 0
151 16 15 2 1/16 0 1/16
152| 16 15 2 1/16 0 1/16
153| 16 16 1 0 0 0
154| 16 15 2 1/16 0 1/16
155 16 16 1 0 0 0
156 16 16 1 0 0 0
157 16 15 2 1/16 0 1/16
158 16 16 1 0 0 0
159| 16 16 1 0 0 0
160| 16 15 2 1/16 0 1/16
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q=5, DI'w=1{3,11,19} (Arf Yarigrubu Degil), A =ids.3, a-degismezi=163
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)
161] 16 16 1 0 0 0
162| 16 16 1 0 0 0
163| 16 15 2 1/16 0 1/16
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q=05, D'w=1{3,13,23} (Arf Yarigrubu Degil), A =idsx3, «a-degismezi=197
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)
25 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
2% | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
27 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
28 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
29 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
30 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
31 |16 1 16 15/16 7/16 1/2
32 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
33 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
34 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
35 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
36 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
37 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
38 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
39 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
40 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
41 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
42 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
43 | 16 1 16 15/16 7/16 1/2
44 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
45 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
46 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
47 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
48 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
49 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
50 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
51 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
52 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
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q=05, D'w=1{3,13,23} (Arf Yarigrubu Degil), A =idsx3, «a-degismezi=197
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

53 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
54 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
55 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
56 | 16 2 12 7/8 5/16 9/16
57 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
58 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
59 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
60 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
61 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
62 | 16 4 9 3/4 1/4 1/2
63 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
64 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
65 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
66 | 16 3 12 13/16 5/16 1/2
67 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
68 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
69 | 16 4 10 3/4 1/4 1/2
70 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
71 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
72 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
73 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
74 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
75 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
76 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
77 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
78 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
79 | 16 4 8 3/4 3/16 9/16
80 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2

105




q=05, D'w=1{3,13,23} (Arf Yarigrubu Degil), A =idsx3, «a-degismezi=197
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)
81 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
82 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
83 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
84 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
85 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
86 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
87 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
88 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
89 | 16 5 8 11/16 3/16 1/2
90 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
91 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
92 | 16 6 8 5/8 3/16 7/16
93 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
94 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
95 | 16 7 6 9/16 1/8 7/16
96 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
97 | 16 8 4 1/2 1/16 7/16
98 | 16 8 6 1/2 1/8 3/8
99 | 16 7 4 9/16 1/16 1/2
100| 16 8 4 1/2 1/16 7/16
101 16 9 4 7/16 1/16 3/8
102 16 7 4 9/16 1/16 1/2
103| 16 8 4 1/2 1/16 7/16
104| 16 9 4 7/16 1/16 3/8
105 16 8 4 1/2 1/16 7/16
106| 16 8 4 1/2 1/16 7/16
107| 16 9 4 7/16 1/16 3/8
108 16 9 4 7/16 1/16 3/8
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q=05, D'w=1{3,13,23} (Arf Yarigrubu Degil), A =idsx3, «a-degismezi=197
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

109| 16 8 4 1/2 1/16 7/16
110 16 9 4 7/16 1/16 3/8
111} 16 10 4 3/8 1/16 5/16
112| 16 8 4 1/2 1/16 7/16
113] 16 9 4 7/16 1/16 3/8
114| 16 11 3 5/16 1/16 1/4
115| 16 9 4 7/16 1/16 3/8
116 16 9 4 7/16 1/16 3/8
117 16 11 3 5/16 1/16 1/4
118 16 10 4 3/8 1/16 5/16
119/ 16 9 4 7/16 1/16 3/8
120 16 11 3 5/16 1/16 1/4
121 16 11 4 5/16 1/16 1/4
122] 16 9 4 7/16 1/16 3/8
123] 16 11 3 5/16 1/16 1/4
124 16 12 3 1/4 1/16 3/16
125| 16 9 4 7/16 1/16 3/8
126| 16 11 3 5/16 1/16 1/4
127| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
128 16 10 4 3/8 1/16 5/16
129 16 11 3 5/16 1/16 1/4
130| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
131 16 11 3 5/16 1/16 1/4
132] 16 11 3 5/16 1/16 1/4
133 16 12 3 1/4 1/16 3/16
134| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
135| 16 11 3 5/16 1/16 1/4
136| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
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q=05, D'w=1{3,13,23} (Arf Yarigrubu Degil), A =idsx3, «a-degismezi=197
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)
137] 16 13 3 3/16 1/16 1/8
138 16 12 3 1/4 1/16 3/16
139 16 12 3 1/4 1/16 3/16
140/ 16 13 3 3/16 1/16 1/8
141 16 13 3 3/16 1/16 1/8
142| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
143] 16 13 3 3/16 1/16 1/8
144| 16 13 3 3/16 1/16 1/8
145| 16 12 3 1/4 1/16 3/16
146 16 13 3 3/16 1/16 1/8
147| 16 14 2 1/8 0 1/8
148 16 12 3 1/4 1/16 3/16
149/ 16 13 3 3/16 1/16 1/8
150| 16 14 2 1/8 0 1/8
151} 16 13 2 3/16 0 3/16
152| 16 13 3 3/16 1/16 1/8
153| 16 14 2 1/8 0 1/8
154| 16 14 2 1/8 0 1/8
155| 16 13 3 3/16 1/16 1/8
156 16 14 2 1/8 0 1/8
157| 16 14 2 1/8 0 1/8
158| 16 13 3 3/16 1/16 1/8
159/ 16 14 2 1/8 0 1/8
160 16 15 2 1/16 0 1/16
161 16 14 2 1/8 0 1/8
162| 16 14 2 1/8 0 1/8
163| 16 15 2 1/16 0 1/16
164| 16 15 2 1/16 0 1/16
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q=05, D'w=1{3,13,23} (Arf Yarigrubu Degil), A =idsx3, «a-degismezi=197
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

165/ 16 14 2 1/8 0 1/8
166| 16 15 2 1/16 0 1/16
167| 16 15 2 1/16 0 1/16
168 16 14 2 1/8 0 1/8
169 16 15 2 1/16 0 1/16
170 16 15 2 1/16 0 1/16
171| 16 14 2 1/8 0 1/8
172 16 15 2 1/16 0 1/16
173| 16 15 2 1/16 0 1/16
174| 16 15 2 1/16 0 1/16
175 16 15 2 1/16 0 1/16
176| 16 15 2 1/16 0 1/16
177] 16 16 1 0 0 0
178| 16 15 2 1/16 0 1/16
179/ 16 15 2 1/16 0 1/16
180 16 16 1 0 0 0
1811 16 15 2 1/16 0 1/16
182| 16 15 2 1/16 0 1/16
183 16 16 1 0 0 0
1841 16 15 2 1/16 0 1/16
185| 16 15 2 1/16 0 1/16
186| 16 16 1 0 0 0
187| 16 16 1 0 0 0
188 16 15 2 1/16 0 1/16
189 16 16 1 0 0 0
190 16 16 1 0 0 0
1911 16 15 2 1/16 0 1/16
192| 16 16 1 0 0 0
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q=05, D'w=1{3,13,23} (Arf Yarigrubu Degil), A =idsx3, «a-degismezi=197
d | Kodun Kodun Bo- | Minimum | Kodun Ka- | Hata Dii- | C-E
Uzunlugu | yutu Uzaklik pasitesi(C) | zeltme
Orani(E)

193] 16 16 1 0 0 0

194 16 15 2 1/16 0 1/16
195 16 16 1 0 0 0

196 16 16 1 0 0 0

197| 16 15 2 1/16 0 1/16
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8 SONUC

Bu tez calismasinda, bir agirlikhi projektif uzaydaki parametrik kodlar ¢aligilmigtir ve
bu kodlar1 hesaplarken kullandigimiz cebirsel yontem ve kavramlar detayli bir gekilde
ele alinmustir. 11k boliimde afin uzaylarla ilgili bilgiler detaylica verilerek agirlikli pro-
jektif uzay1 belirlerken kullanilan niimerik yarigruplar da bu boliimde ele alinmistir.
Ikinci boliimde bir agirlikli projektif uzay: daha iyi anlayabilmek icin dereceli halkalar
ve modiiller konusu anlatilmig ve bir kodu hesaplarken kullandigimiz Hilbert serileri,
Hilbert fonksiyonlar1 ve Serbest ¢oziiliim konusu bu boliimde detaylica ele alinmigtir.
Bu boliimde Hilbert serisinin derecesi olan ve kodlar1 hesaplarken dikkate aldigimiz
a-degismezi kavrami tanimlanmistir. Uciincii boliimde agirlikli projektif uzaym temel
tanim ve Ozellikleri ele alinmig ve agirlikli projektif uzayda agirhgim w = (1,...,1)
oldugu durum olan projektif uzay 6zel bir 6rnek olarak verilmistir. Dordiinci boliimde
agirlikli projektif simit anlatilarak 6rnekler verilmigtir ve agirlikli projektif simitin si-
firlayan ideali ve bu ideali bulmak i¢in literatiirdeki bir teorem verilmigtir. Ayrica bu
boliimde K|z, ..., x,]/I(Ty) koordinat halkasinin Hilbert fonksiyonu ve Hilbert se-
risi bulunmugtur. Daha 6nce [13| makalesinde verilmig olan ve bizim bu bélimde de
verdigimiz Sonug(5.3.3) bizim i¢in 6nemlidir. Giinkii diizenlilik indeksi ile Frobenius sa-
yis1 arasindaki iligki bu sonugta formiile edilerek verilmistir. Beginci boliimde ise tezin
temel amagclarindan biri olan agirlikli projektif uzaydaki parametrik kodlar anlatilmis-
tir. 11k olarak lineer kodlar anlatilarak kod kavrami detayli bir sekilde ele alimmis ve
bir girig olugturulmustur. Daha sonra hesaplama kodlar1 ele alinarak agirlikli projek-
tif uzaydaki parametrik kodlar1 nasil hesapladigimiz anlatilmigtir. Ayrica yaptigimiz
orneklerden gozlemledigimiz bir sonug bu boliimde ispatlanmigtir.

Bu dogrultuda bu tezde agirlikli projektif simit hakkinda yapilan bir caliyma de-
taylica ele alinmistir ve buradaki sonuclari da kullanarak Arf olan ve olmayan yari-
gruplarin tammmladigr agirlikli projektif uzaydaki kod 6rneklerinin temel parametreleri
SageMath [31]| programinda hesaplanarak ornekler boliimiindeki tablolarda verilmis-
tir.

Orneklerde Arf olan ve olmayan yarigruplarin belirledigi uzaylardaki simite kargilik
gelen kodlarin karsilagtirilabilmesi igin yarigruplarin kathiliklar1 3 olarak alinmigtir ve
Arf olmayan yarigruplar da Arf yarigruplari gibi simetrik olmayan yarigruplar olarak

sec¢ilmigtir. Beg tane Arf yarigrubu ve bes tane Arf olmayan yarigrup secilmis olup,
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ayni sonlu cisim iizerinde bu yarigruplarin belirledigi agirlik projektif uzaylardaki si-
mite kargilik gelen kod Ornekleri listelenmigtir. Bu 6rneklere bakildiginda Arf olan ve
olmayan yarigruplarin belirledigi uzaylardaki parametrik kodlar arasinda 6énemli bir
fark goriilmemekle birlikte temel parametreleri [16,9, 6] olan kod 6rneginin sadece Arf
olan 6rneklerde goriildiigii gozlenmektedir. Ayrica temel parametreleri [16, 15, 2] olan
MDS kod 6rnekleri her iki 6rnek grubunda da goriilmektedir.

Dolayisiyla genel olarak bu iki 6érnek grubunda 6nemli bir fark olmasa da bir Arf
yarigrubunun belirledigi agirlikli projektif uzaydaki kod orneklerinde d degeri
a-degigmezine yaklagtikga MDS kodlar elde edildigi goriilmektedir.
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